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Chapter 1

Feidhmeanna ar na Réaduimhreacha

1.1 Na Réaduimhreacha

Tugtar an t-ainm “réaduimhracha” do na na huimhreacha a léiritear mar dheachdili.
Mar shampla is réaduimhreacha iad

3 = 30...
31 = 325
—31 = -33333

m ~ 3.1415926535...

Uséidtear an siombail R chun tacar na réaduimhreacha a chur in itl. Istigh i R faightear na
huimhreacha céimheasta agus na slanuimhreacha. Deirtear go bhfuil réaduimhir airithe cdimheasta
mas féidir 1 a scriobh san fhoirm ¢ ionas gur slanuimhreacha iad a agus b (le b # 0, ar ndéigh).
An nodaireacht seo a leanas atd i bhfeidhm.

e N ={1,2,3,...}: naslinuimhreacha deimhneacha, n6 na huimreacha aiceanta.
e Z={...,—2,-1,0,1,2,3,...}: na slinuimhreacha.

e Q={y: a€Z beZ, b+#0}:nahuimhreacha céimheasta
Néta faoin nodaireacht seo : ciallaionn an réiteas thuas gur iad na huimhreacha den fhoirm ¢
do slanuimhreacha a agus b agus b # 0 na baill den tacar Q. Mar shampla, is baill iad na
huimhreacha seo a leanas den tacar Q :

2 1 7 20 0
2 (1) 35 3" (1)
e R : na réaduimhreacha.

N1 hionann iad na réaduimhreacha agus na huimreacha céimheasta. Is réaduimhir i gach
uimhir céimheasta, ach td réaduimhreacha ann nach bhfuil c6imheasta. Mar shampla, feic-
fimid thios nach féidir an réaduimhir v/2 a scriobh san fhoirm £ le slanuimhreacha a agus
b.

o C: na huimhreacha choimpléascacha.
Is uimhir den fhoirm x + iy { uimhir chompléascach, le i* = —1.

Ni bheidh méréan baint againn leis na huimhreacha chompléaschacha ins an chiirsa seo, ach
beidh na huimhirchérais eile go 1éir tdbahachtach diinn. Ta sé riachtanach go mbeidh tuiscint
maith againn orthu go 1éir agus go mbeimid in ann na siombail N, Z, Q agus R a Gisdid gan iad a
chur tri chéile.

Anois, t4 sé in am duinn ar gcéad teoirim a léirid.



Teoirim 1.1.1. N7 uimhir céimheasta i /2.

Proof. Cuir i gcas go bhfuil v/2 cothrom le %, le slanuimhreacha dirithe p agus q (q # 0) gan
comhfactéiri. (Ciallaionn an réiteas sin go bhfuil an codan £ scriofa i dtéarmai chomh simpli
agus is féidir). Ansin, td ceann amhdin de p, q ar a mhéad réidh agus t4 an dara ceann corr. Anois

2

2

\fz:%:z:p — p? =24>

q?
Ansin, is ré-uimhiri p? agus d4 bhri sin t4 p réidh chomh maith. Ach m4 t4 p réidh, is iolrai de 4
¢ p? (smaoinigh ar seo). Ach maés iolrai de 4 é p?, is féidir linn a scriobh p? = 4p’ do slanuimhir
éigin p’. Ansin
PP =2q> = 4p’' =2¢> = ¢* =2p".

Ach ansin is ré-uimhir 1 q2, agus da bhri sin is ré-uimhir 1 q. Nil aon chiall le seo, 4fach, mar t4 sé
socraithe againn cheana go bhfuil ceann amhain de p agus q réidh, ar a mhéad.

An t-aon cinneadh at4 fagtha ddinn ansin n& go raibh an samhld go bhfuil v/2 c6imheasta
micheart sa chéad dit. O

T4 sé cruthaithe thuas againn gur uimhir éagéimheasta { /2. Samplai eile de huimhreacha
éagéimheasta iad v/5 agus 7. T4 a lan uimhreacha céimheasta agus éagéimheasta i measc na
réaduimhreacha, agus td siad meascaithe le chéile ar fud an uimhirline.

T4 sé deacair go leor a 1éiriti go bhfuil an uimhir 7t éagéimheasta, ach is féidir réastinaiocht
costiil le cruthd Teoirim 1.1.1 a Gsdid chun taispedint nach bhfuil na huimhreacha /3, V/5 srl.
céimheasta.

Fadhb 1.1.2. 1. Cruthaigh go bhfuil an uimhir /2 éagéimheasta.

2. Cruthaigh go bhfuil an uimhir \/5 éagéimheasta.

Ordghaol na Réaduimhreacha

Maés réaduimhreacha iad x agus y, deirtear go bhfuil x nios lii nd y (scriobh x < y) méa ta x ar
an taobh chlé de y ar an uimhir line. Is féidir x < y a scriobh ma td x nios 1t nd y n6 ma ta x
cothrom le y. T4 an ciall céanna ag na an céad da ceann agus ag an dara d4 ceann de na rditeasaf
seo thios.

e x <y
e y>x
o x<Yy
o y=>x

Ma td x < y agus y < x do na réaduimhreacha céanna x agus y, ciallaionn sé seo go bhfuil x =y.

T4 an ordghaol céanna i bhfeidhm i R, Q, Z agus N, ach nil ordghaol ar bith i bhfeidhm i C.
’Sé sin, mas uimhreacha coimpléascacha iad z; agus z, (agus nach réaduimhreacha iad), nil aon
ciall ag baint leis an réiteas z; < z né rditeas ar bith den fhoirm sin.



Feidhmeanna

Cuir i gcds gur tacair éigin iad A agus B. T4 seans ann gur réaduimhreacha iad na baill de A n6 B
ach is cuma. T4 seans ann freisin gur ionann iad A agus B ach is cuma.

Sainmhinit 1.1.3. Ciallaionn an rditeas gur feidhm i f 6 A go B (scriofa f : A — B go bhfuil ball dirithe
f(x) de B nascaithe le gach ball x den tacar A.

Is féidir feidhm 6 A go B a shamhlti mar feithicil a sheolann gach ball den tacar A go ball
airithe den tacar B. Ins an sainmhinit seo, is cuma an bhfuil gach ball de B nascaithe le ball éigin
de A né nach bhfuil. M4 t4 afach, deirtear go bhfuil an feidhm f barrtheilgeach.

Sampla 1.1.4. Mds é A an tacar a chuimsionn na mic léinn go léir i OF Gaillimh, agus mds é B an tacar
de na chursai go léir atd ar fdil in OE Gaillimh, td feidhm f : A — B ann a thugann go gach mac léinn an
chiirsa atd 4 dhéanamh aige no aici. Don feidhm seo, is féidir linn a rd

f(Ciara) = Mata agus Oideachas, f(Eamonn)= Mata Airgeadais agus Eacnamaiocht,

agus mar sin de.

Sampla 1.1.5. Is féidir feidhm f : R — R a shainmhiniii mar seo

1 ma t4 x deimhneach
f(x) = 0 matax=0
—1 ma ta x ditaltach

T4 sé soiléir nach feidhm barrtheilgeach { an f seo, mar nil ina iomha ach na baill —1,1 agus 0.

Sainmhinit 1.1.6. Mds feidhm i f 6 A go B, glaotar iomha f (Im(f)) ar an tacar {f(x) : x € A}. Is
fo-thacar de B  Im(f).

Cuimsionn fomha f na baill de B a “thagann” 6 A de réir an fheidhm f.

Sampla 1.1.7. Is féidir feidhm g : R — R a shainmhiiti mar seo :
g(x) =x*—2, do gach x € R.
Ansin mar shampla, is féidir luachanna de g ag pointi dirithe a scriobh. Mar shampla
9(2) =2"-2=2, g(-2) = (-2 -2=2,9(V2) = (V2)?-2=2-2=0,
agus mar sin de.

Néta: T4 x* > 0do gach réaduimhir x, agus da bhri sin t4 x2—2 > —-2do gach réaduimbhir x.
Ar an taobh eile, mas réaduimhir i ¢ le ¢ > —2, is féidir an cothroméid x? — 2 = ¢ a réitit, mar
shampla le x = v/c +2. Ansin td g(v/c +2) = ¢, agus is féidir linn a rd go bhfuil ¢ ins an tacar
Im(g). Cuimsionn Im(g) na réaduimhreacha go léir ata > —2. Is féidir an tacar seo a scriobh mar
[—2, 00). T4 an nodaireacht seo go han-tdbhachtach sa Chalcalas.

Sainmhinit 1.1.8. Tugtar eatramh ar fo-thacar de na réaduimhreacha a chuimsionn piosa cénasctha den
uimhirline.

Is féidir le heatramh bheith cuimsithe (mar shampla eatramh 6 —2 go 3, no éaguimsuithe, mar
shampla an tacar [—2,00). Ma td eatramh cuimsithe, deirtear go bhfuil sé diinta ma td na
criochphointi cuimsithe ann, n6 oscailte mura bhfuil. Is féidir le eatramh bheith didnta ar taobh
amhadin agus oscailte ar an taobh eile. Uséidtear an nodaireacht speisialta ins na samplai thios
chun eatraimh oscailte agus dunta a léirit.

1. 1,3l ={x e R:1 < x < 3}: an eatramh dtinta 6 1 go 3 - is baill iad 1 agus 3 den tacar seo.



2. (1,3) ={x € R:1 < x < 3}: an eatramh oscailte 6 1 go 3 - nil na huimhreacha 1 agus 3 ins
an tacar seo, and t4 1.0000001 agus 2.999999 ann.

3. [1,3) ={x e R: 1< x < 3}: eatramh leath-oscailte 6 1 go 3 - t4 1 ins an tacar seo, ach nil 3
ann.

4. (1,3] ={x € R:1 < x < 3}: eatramh eile leath-oscailte 6 1 go 3 - t4 3 ins an tacar seo, ach nil
1 ann.

5. (—00,3) ={x € R,x < 3} : nil 3 ins an tacar seo, ach t4 gach réaduimhir atd nios lti nd 3 ann.

Tabhair aire do na ltibini ciorclacha agus cearnacha atd in usdid anseo chun na heatraimh
go léir a léirid. Ciallaionn laibin cearnaithe go bhfuil an criochphointe ins an tacar agus ltibin
ciorlacha nach bhfuil.

Is féidir nodaireacht mar “U” (aontas) agus “N” (idirmhir) a Gsdid chun tacair (eatraimh mar
shampla) a chur le chéile agus chun tacair nua a dhéanamh eatarthu.

Sainmhinit 1.1.9. Mds tacair ar bith iad A agus B, td na tacair A U B agus A N B sainmhinithe mar a
leanas.

e AUB:={x:x€ Anéx € B}
Is ball é x de A U B muds ball é de A n6 mds ball é de B.

e ANB={x:x€ Aagusx € B}
Cuimsionn an tacar A N B na baill amhdin atd in A agus i B.



1.2 Graif

Tugtar an t-ainm R? (R-d6) don phlana Cairtéasach. Is tacar é an pléna seo até éigriochta agus
éaguimisthe, agus léiritear é de ghnath le péire aiseanna, an X-ais (cothroménach) agus an Y-ais
(ceartingearach).

Is féidir pointe ar bith ins an phldna a léiria ansin le ordphéire de réaduimhreacha, sin an
X-chomhordandid sa chéad ionad agus an Y-chomhordanaid sa dara hionad.

. (3,2)

(2; _3)

T4 an plana Cairtéasach (n6 pldna chomhordandideach) an-tabhachtach agus an tsdideach ar
fud na matamaitice. René Descartes a chum é ins an 17aG céad. An tdbhacht a bhaineann leis
né go dtugann sé nasc duinn idir cothroméidi agus pictitiri, né idir an geoiméadracht agus an
ailgéabar. Mar shampla, gan an plana, nil ins an rditeas x + 2y = 4 ach cothr6iméid. Nuair atd
an plana againn afach, is féidir linn pictitir a tharraingt de na pointf a shasaionn an cothroméid,
agus an cothromoéid a shamhla mar line. ’Sé sin, tugann an plana chomhordandideach tuiscint
geoiméadrach diinn faoi rudai a bhaineann le hailgéabar, agus a mhalairt. Ni amhain cothroméidi
simpli ar nés x + 2y = 4 atd i gceist, ach cothroméidi nios casta chomh maith, mar shampla
x2+y? = 3. Més féidir linn pictidr a tharraingt de na point{ a shdsaionn an cothroméid seo agus a
thail amach cén sort costlacht atd i geeist (cé go bhfuil an tasc sin deacair go leor), beidh tuiscint
radharcach againn ar an gcothroméid sin chomh maith le tuiscint ailgéabrach.

Ins a chirsa seo, beidh an pldna tsdideach dudinn go priomha chun graif de feidhmeanna
éagstla a shamhli agus a tharraingt. Tabharfaidh sé seo tuiscint radharcach ddinn ar na fei-
dhmeanna atd 4 phlé againn. Ar dtds ni foldir cur sios soiléir a bheith againn ar an bhri a
bhaineann leis an dtéarma graf.

Sainmhinit 1.2.1. Mds feidhm i f : R — R, tugtar graf f ar an fothacar

{(xy) iy =f(x)}

de R2. Ansin, is fothacar é an graf den phlina, agus cuimsionn sé na pointi (x,y) ionas gur é an y-
chomhordandid fomhd an x-chomohordandid faoin fheidhm f.

Is sainmhimiu teicnicitil go leor € sin, ach is féidir linn an graf a shamhlti mar phictitir den
theidhm, a léirfonn iompar na feidhme nuair atd an athrég x ag gluaiseacht ar fud an uimbhirline.

Sampla 1.2.2. Td f sainmhinithe leis an fhoirmle f(x) = L. Tarraing pictitiir de graf .



Réiteach agus Tracht: Is féidir smaoineamh ar na phointi thios.

1. Cuimsionn fearann na feidhme seo na réaduimhreacha go 1éir ach amhdin 0. Nil aon ciall ag

baint leis an rditeas X nuair atd x = 0. Ansin, ni féidir an fheidhm a luachail ag x = 0 agus
ni aon pointe ins an ghraf le 0 mar x-chomhordanaid.

2. T4 % deimhneach nuair atd x deimhneach, agus t4 % didltach nuair at x didltach. Ansin, t4
an graf cuimsithe ins an chéad agus an triti ceathramhéan den phlana (thuas ar dheis agus
thios ar chlé).

3. Nuair atd x deimhneach agus mér (mar shampla x > 1000, t& 1 deimhneach agus t4 sé go
han-bheag. Nuair a théann x thar an uimhirline ins an dtreo deimhneach, t4 1 ag laghda
agus ag druidim le 0, t4 graf na feidhme seo an-ghar leis an X-ais anseo, ach ni teagmhaionn
sé leis an X-ais riamh.

Nuair atd x deimhneach ach an-bheag, ta f(x) deimhneach agus an-mhér. Mar shampla ta
f(0.01) = 100 agus f(0.001) = 1000 agus mar sin de. Ansin, nuair atd x deimhneach ach
an-ghar le 0, ta graf f an-ghar leis an Y-ais ach ni teagmhaionn sé leis riamh.

Da bhri sin, nuair atd x deimhneach agus ag seoladh amach 6 0 ins an treo deimhneach, ta
f(x) an-mhor ar dtis ach ag laghdu go tapaidh, ta f(1) = % =1, agus an sin leanann f(x) ar
aghaidh ag laghdt agus ag laghdd, ach ni schroicheann sé 0.

Téa graf an scéal seo léirthe thios.

124
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4. Ar an taobh eile, is cosuil é an scéal, ach caithfear smaoineamh go bhfuil f(x) ditiltach nuair
atd x ditltach. T4 pictitr den ghraf iomlan thios.




Na Feidhmeanna Triantantla

Tugtar an aonadciorcal ar an ciorcal i R? le 14r ag (0,0) agus le ga 1. Ansin, is é x* + y* = 1
cothroméid an aonadciorcal; cuimsionn sé na pointf go 1éir a shdsafonn an cothroméid sin. Ni le
triantdin i nddirire a baineann na feidhmeanna triantantla ach le comhardanaidi ar an aonadcior-
cal. T4 na sainmhinithe seo a leanas go han-tdbhachtach ddinn, agus is fid tamall a chaitheamh
chun tuiscint a fhorbairt orthu.

Sainmhinit 1.2.3. Abair gur réaduimhir deimhneach é x. Tosaigh ag an bpointe (1,0) ag taisteal timpeall
an aonadciorcal i dtreo tuathalach. Stop tar éis taisteal ar feadh achar x timpeall an ciorcal. Anois td tii fos
ag pointe ar an gciorcal. Tugtar cosx (sin comhshineas x) ar X-comhardandid an pointe seo, agus tugtar
sinx (sin sineas x) ar a Y-chomordandid.

pos

M td x diiltach, sainmhiitear cos x agus sinx mar an gcéanna, ach amhdin go bhfuilimid ag taisteal
0 (1,0) ins an dtreo deiseal.

Sampla 1.2.4. 1. Chun cos 0 a fhdil amach nil le déanamh againn ach fanacht ag an bpointe (1,0) agus
féachaint ar an X-comhordandid, sin 1. Ansin,

cos(0) = 1.
2. Is 27t é imline an aonadciorcal. Mar sin, tar éis taisteail a feadh achar 2 timpeall an aonadciorcal,
tdimid ar ais ag an pointe (1,0) agus is féidir linn a rd

cos2mt = 1.

3. Tar éis taisteal ar feadh achar m timpeall an aonadciorcal, tdgimid ag an bpointe (—1,0), ansin td
cos = —1.

CEISTEANNA DON LEACHT
1. Céard é sin0?
2. Céard é sin2m?
3. Céard é sinm?
4. Céard é cos 57
5

. Céard é sin 57

NOTA: T4 sé an-deacair na feidhmeanna cos agus sin a luachdil ag pointi dirithe, mar shampla
1,2,3 srl. Nil foirmle né céras againn chun luachdil mar seo a dhéanambh, ach is féidir linn an bhri
a bhaineann le sin 1, cos 2 srl a thuiscint de réir Sainmhiia 1.2.3.

Céard faoi graf na feidhme cos? Conas is féidir é a tharraignt agus cén cruth atd air? Is féidir
linn ctipla pointi a thabhairt faoi deara.

1. Is an uimbhirline iomldn é fearann na feidhme cos. Is féidir cosx a shainmhiniti do gach

réaduimhir x. Ansin, nilimid ag stil le “bearnai” ins an ngraf.

2. T4 na luachanna de cos x go 1éir idir —1 agus 1, mar is comhordandidi iad do phointi at4 ar
an aonadciorcal. Mar sin, beidh an graf go léir cuimsithe idir an line y = —1 agus an line
y = 1. Is fédir linn a fheicedil go bhfuil luachanna deimhneacha agus ditltacha ag cosx,
mar ta pointf ar an aonadciorcal le X-comhordanaidi deimhneacha agus ditltacha.



3. Ma taimid ag pointe ar bith P ar an aonadciorcal, beimid ar ais ag P tar éis taisteal de achar
27 sa treo tuathalach (no deiseal). Ansin, té sé soiléir go bhfuil cos1 = cos(1 + 27), go bhfuil
cos2 = cos(2 + 2m), agus go ghineardta go bhfuil cos x = cos(x + 27) do réaduimhir ar bith
X.

Deirtear go bhfuil an fheidhm cos periadach le periad 27

Chun a graf a tharraingt ansin, is féidir linn tosnti ag x = 0. Chun cos 0 a luachail, nf folair
X-chomhordandid an phointe (1,0) a scriobh : sin 1. Nuair atd x ag méadu 6 0 go 7, tdiimid ag
gluaiseacht timpeall an aonadciorcal sa treo tuathalach, agus t4 4r X-chomhordanaid ag laghdta
61 go 0. Nuair a leanaimid ar aghaidh thar 7, td4 an X-chomhordandid didltach agus té sé ag
laghdt f6s. Nuair a schroichimid 7 feicimid go bhfuil cosm = —1, agus ansin tosaionn cos x ag
méadd arfs. Leanann sé ar aghaidh ag méadu ansin, ta cos 3* = 0 agus nuair a fillimid go (1,0),
td turas de achar 27t déanta againn, tdimid ar ais ag an tosach agus feicimid go bhfuil cos2m = 1
aris. Is féidir linn an eolas go 1éir a chur ins an graf thios.

1

o

CEIST (DEACAIR) DON LEACHT: Tarraing graf de sinx. If féidir an stréitéis caramach céanna a
usaid.



1.3 Teorainn agus Leantnachas
Sampla 1.3.1. Sainmhinitear na feidhmeanna f agus g mar a leanas.

f(x) = 1 dogachx eR.
g(x) = zdox#o.

An ionann iad na feidhmeanna f agus g?

FREAGRA Ni ionann iad f agus g, cé go bhfuil siad an-cosiil lena chéile. T4 f sainmhinithe ar na
réaduimhreaca go léir agus is feidhm tairiseach { leis an luach 1.

An foirmle ¥ a shainmhinionn an feidhm g. Is ionann } agus 1, ach amhdin ma td x = 0. Sa
chés sin, ni rditeas ciallmhar é % agus nil aon luach ag baint leis. Da bhri sin, ta difriocht idir na
feidhmeanna seo ag an bpointe x = 0 amhdin. T4 f(0) = 1, ach nil g(0) sainmhinithe. T4 léaraidi
thios de ghraf f agus graf g.

y = f(x)

)
\/

Ciallaionn an ciorcal ban ins an dara graf go bhfuil bearna ins an graf ag an bpointe x = 0.

Néta: Ta iompar na feidhmeanna f agus g mar an gcéanna ar fud an uimhirline ach amhdin ag an
bpointe x = 0. Go hdirithe, nuair atd x ag druidim an-ghar le 0, 6n taobh deis n6 6n taobh chlé, ta
na feidhmeanna f agus g cothrom, mar té  cothrom le 1 ag gach pointe ach amhéin 0.
Deirtear go bhful
Tr g(x) =1.
x—0

Is féidir an réiteas seo a léamh mar “td teorann f, agus f ag druidim le 0, cothrom le 1”. Ins an sampla
seo, cuireann an raiteas seo in itil go bhfuil iompar na feidhme g direach costiil le iompar na
feidhme tairiseach f i gcomharsanacht timpeall 0. Cé nach bhfuil an da feidhm mar an gcéanna
ag an pointe x = 0, td siad mar an gcéanna i dtimpeallacht 0, agus mar sin ta an teorann céanna ag
x =0 acu.

Sainmhinit 1.3.2. Mds feidhm i f : R — R, deirtear go bhfuil f leaniinach ag an bpointe x = 2 md td
graf f conasctha ag an pointe atd ann le X-comhordandid 2.

T4 an sainmhiniti seo beagan garbh, ach an ciall at4 ann nd nach mbeadh bearna né briseadh
né “1éim” ins an ghraf ag an bpointe x = 2. Mar shampla t4 an fheidhm f;(x) = x? leantinach

10



ag x = 2. M4 shainmhinitear feidhm f, mar a leanas afach, ni bheidh si leantinach ag x = 2 mar
beidh “1éim” ina graf ag an bpointe sin:

fz(X)—{ X, xs2

x> x>2
Is féidir coincheap an teorainn a thuiscint go garbh mar seo : ma ta

Tr f(x) =4

x—2

ni amhdin go bhfuil f(x) ag druidim le 4 nuair atd x ag druidim le 2, ach is é 4 an luach a bhéadh
ag f ag x = 2, dd mbéadh f leantinach ag an bpointe sin.
T4 roinnt samplaf thios a bhainneann le teorainn.

Sampla 1.3.3. Riomhaigh an teorann

x> —1
r o=
x—>3x2—4
Réitit: Ins an sample seo tdimid ag samoineamh ar iompar zzj i dtimpeallacht x = 3. Is sampla

éasca go leor é an ceann seo, mar nil aon fadhb le % i dtimpeallacht x = 3. Is féidir an foirmle
seo a luachéil do gach réaduimhir x ach amhdin nuair atd x> —4 = 0, sin x = 2 agus x = —2. Nuair
atd x = 3, is féidir x = 3 a chur direach ins an fhoirmle chun fail amach
x>—1 32-1 8
Tr — =>—=_.
x=3x2—4 3—-4 5
Sampla 1.3.4. Riomhaigh an teorann
y x2—1
x—1%x2 —4
Réitit: T4 an sampla seo costil go leor leis an gceann thuas. Ins an chés seo, is féidir linn 1 a chur
in &it x aris, agus faighimid
12—-1 0
Tr ——=— =0.
i
Sampla 1.3.5. Riomhaigh an teorann
2
x-—1

r —
x>—2%x2 —4

Réitia: T4 difriocht idir an sampla seo agus na samplai thuas. Ins an chds seo, ni féidir linn —2 a
chur in &it x ins an bhfoirmle, mar faighimid

(-22-1_ -5
(—2)2—4 0
Is 0 é luach an t-ainmneora nuair atd x = —2, ansin ni féidir 22:1 a luachdil ag an bpointe seo.

Nuair até x ag druidim le —2, t4 x* — 4 ag druidim le 0 agus td x> — 1 deimhneach. Ansin, t4

x2—1
x2 —4
2

-1
ag méadu go han-tapaigh nuair atd x gar le —2 agus ag druidim le —2. T4 x74 éaguimsithe ag

X2 —
x = —2 agus ni féidir an teorann a luachail ag an bpointe sin. Deirtear nach bhfuil aon teorann ann,
21
n6 go bhfuil zz 4 a8 dul go éigrioch.
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Sampla 1.3.6. Riomhaigh an teorann
; x> —9
x—3 X2 —5x 46

Réitit: Is sampla difridl arfs é seo. Anois nuair a chuirear 3 in 4it x faightear

-9  (8P-9 0
—5x+6 32-53)+6 0

Nil ciall ar bith ag baint leis an rditeas ), agus ni thugann an iarracht thuas eolas ar bith dtinn faoi

iompar —*-> 5 i dtimpeallacht 3. Nil a thios againn ag an bpointe seo an féidir an teorann seo a
riomhaigh né nach féidir. Is féidir linn féachaint ar an bhfoirmle at4 i gceist chun a fadhb seo a
réitia. Is féidir linn an uimhreoir agus an ainmneoir a fhactéirit agus feicimid go bhfuil x —3 mar
factoir ins an dé ceann acu. Ansin,

x>—9  (x+3)(x—3)
—5x+6 (x—2)(x—3)°

x+3

Nuair nach bhfuﬂ x = 3, is féidir linn an factdir x — 3 a cheallt thuas, chun a fhail. T4 na

agus 3 mar an gcéanna nuair atd x # 3. Nil siad mar an gceanna nuair atd x = 3,

1 x+3 2 ag

raiteas m
ach t4 siad mar an gceanna nuair atd x ag druidim le 3. Nil aon fadhb ag baint le luachai

x = 3. Ansin
o x2—-9 L (3)(x=3) . ox+3 343
x=3x2—5x+6 x-53(x—2)(x—3) x=>3x—2 3-2

Sampla 1.3.7. Riomhaigh an teorann
1 VY 3h—5-2
h—3 h-3

Réitit: Ar dtis, cuir 3 in 4it x agus féach an féidir luach a fhail amach. Faightear

Vi—2 0

3-3 0

Ni thugann an iarracht seo aon eolas ddinn faoi iompar na feidhme timpeall h = 3. Caithfimid

rud éigin eile a dhéanamh, mar nf féidir an theidhm ¥ —=—= 3h =2 a luachadil ag an bpointe h = 3. T
samplai mar seo, le coddin a bhaineann le surda (no freamhacha cearnacha), bionn sé feiliinach
go minic an codén a iolrt faoi “surda comhchuingeach”. Ins an sampla seo, is v/3h —5 — 2 ata
i gceist, agus v/3h — 5 + 2 atd mar comhchuingeach don surda seo. Is féidir linn an fheidhm a
athscriobh mar a leanas (nil & dhéanamh anseo ach iolrt faoi 1):

\/;3h—5—2_\/73h—5—2><\/Sh—5+2_ (3h—5) —4 B 3h—9
h—-3 h-3 V3h—5+4+2 (h—-3)(v3h—5+2) (h—3)(v3h—-5+2)
Anois ta

o vV3h—5—-2 3h—9
h—3 h-—3 ha3 (h—3)(v3h — +2

Ma cuirimid h = 3 ins an dara foirmle anseo, faighimid % fés. Ach anois is féidir linn an factéir
h — 3 a cheallti chun an deacracht seo a réitit.

3h—9 o 3(h—3) - 3 3 3
msh 3)(V3h—5+2) h3(h—3)(vV3h_5+2) h3(V3h-_5+2) VA+2 &

Sampla 1.3.8. Riomhaigh an teorann




Réitit: Cuimhnigh gur luach uimhriiiil x ata i gceist leis an nodaireacht |x|. Is é |x| an fhad idir
an bpointe x agus 0 ar an uimihirline, ansin ta [x| = x ma td x > 0, agus t4 x| = —x (sin uimhir
deimhneach) ma ta x < 0.

) X
Céard faoi Tr u?

x—0 X

Ni féidir an fhoirmle lxﬁ a luachail ag x = 0. Nuair atd x deimheach, t4 % ==L
Nuair at4 x didltach, ta % =2=-1
Ansin, is féidir cur sios mar seo a thabhairt :

M B 1 nuairatd x>0
X —1 nuairatd x <0

Nuair atd x ag druidim le 0 6n taobh chlé t4 an luach tairiseach —1 ag %, agus ansin t4 —1 mar
luach ag an dteorann 6n taobh chlé. Deirtear

X
Tr Ll =1,
x—=0— X
chun an scéal seo a chur in itl (tabhair faoi deara an forscript “—" i “x — 07").
On taobh dheis &fach, ta pictitr eile againn. Ta 1 mar luach tairiseach ag % nuair atd x deimh-

neach, agus ansin ta 1 mar teorann ag ‘:—‘ nuair atd x ag druidim le 0 6n taobh dheis. Is féidir linn
é seo a scriobh mar

Ni aontaionn na teorainn 6n dé thaobh, agus mar sin ni féidir linn

Tr M

x—0+ X
a luachadil : deirtear nach bhfuil an teorann seo ann.

Noéta: Mas feidhm 1 f agus mads ionann iad Trx_,q f(x) agus Trx_,q+ f(x) ag pointe éigin a, is
féidir Try_, o f(x) a shainmhinia leis an luach céanna seo.

Sampla 1.3.9. Sainnhinitear feidhm f leis an eolas thios.

x+3 matda x<-3

(x+3)? miatdi —-3<x<0
0 matd x=0

9—x> mitd x>0

f(x) :=

1. Riomhaigh na teorainn:

(a) Try_ 35— f(x)
(b) Trx 3+ f(

(c) Trx—o- f(x)
(d) Tryo+ f(x)

X)

2. (a) An bhfuil Trx_,_3f(x) ann?
(b) An bhfuil Try_,o f(x) ann?

3. An bhfuil f leantinach

(a) agx = =37
(b) agx =0?
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Réitia:
L (@) Trxs—sf(
(b) Trx——3+ f(
(@) Trx—o- flx
(d) TI'X—>OJr f(X

x)=Tryx 3-x+3=-3+3=0

x)=Try 3+(x+3)2=(=3+32=0>=0
=Try_o-(x+3)2=32=9
=Try 0+ 9—x>=9—-0>=9

—_— —

2. (a) T4 Try__3f(x) ann agus td Try_,_3 f(x) = 0, mar t4 0 mar luach ag na teorainn ar an da
taobh, le x — —3.

(b) Ta Trx_,o f(x) ann agus td Trx_,_3 f(x) = 9, mar td 9 mar luach ag na teorainn ar an da
taobh, le x — —3.
Néta: T4 O mar [uach ag an bhfeidhm seo ag an bpointe x = 0, ach is cuma sin don
fhadhb seo. Is é iompar na feidhme i dtimpeallacht x = 0 ata i gceist. E sin raite, ni
aontafonn luach na feidhme seo ag x = 0 leis a teorann ag x = 0 - ciallaionn sé seo go
bhfuil neamhleaniinachas ag an bhfeidhm ag an bpointe x = 0.

3. (a) Tafleandnach agx = —3, mar t4 luach an teorann ag an bpointe sin (0) mar an gcéanna
le luach na feidhme ag x = —3.

(b) Nil f leantinach ag x = 0, mar ni aontaionn luach an teorainn ag an bpointe seo le luach
na feidhme ag an bpointe seo. T4 “1éim” né “briseadh” n6é “bearna” i graf na feidhme
seo ag x = 0.

Sainmhinit 1.3.10. Mds feidhm i f ar na réaduimhreacha agus mds réaduimhir i a, deirtear go bhfuil f
leantnach ag an bpointe a ma td Try_, o T(x) ann, agus mds ionann an teorann seo agus f(a), luach na
feidhme ag a. Ansin, td f leantinach ag a md td

Tr f(x) =f(a).

X—a
An dbhar deireanach ata le phlé againn ins an mir seo na teorainn ag éigrioch.

Sampla 1.3.11. Aimsigh an teorann
X2 +3x +2
Tr 37.
x—00 X3 — 2%

x243x+2

Baineann an sampla seo le iompar an réiteas *5>%

nuair atd x an-mhor agus deimhneach.
B’théidir go bhfuil % ag méadu gan stad nuair atd x ag méadd, né b’théidir go bhfuil sé ag
druidim le luach tairiseach, n6 b’fhéidir go leanann sé ar aghaidh le luachanna éagstla gan patrin
ar bith, n6é b’théidir go bhfuil iompar peiriadach né ascalach ann. Ni féidir feidhm a luachail ag
éigrioch (co) mar ni uimhir é éigrioch.

Réititi do Sampla 1.3.11: Féach ar an cumhacht is airde de x atd in ainmneoir an chodéin : x> at4
i geeist anseo. Is féidir linn an uimhreoir agus an ainmneoir a iolra faoi % (nil x gar do 0 mar
tdimid ag smaoineamh ar x — 00). Ansin

XA+3x+2  H0E+3x+2) 1+5+ 3%

_ X
X3 —2x L(x®—2x) 1-3

1 3 2

. P Loz P P 3 2 T . 2
Nuair até x ag éirf an-mhor, td , =5, £~ agus 5 ag druidim le 0. Ansin ta

1,3 4 2

x+x2+x3
2
-5

0+0+0

= = 0. Deirtear

ag druidim le

2
o X Ax+2

x—o0 X3 —2x
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. . 2 . 2 . . < s <
Ciallafonn an réiteas seo go bhfuil an graf y = *43xt2 an-ghar don X-ais nuair atd x ag éirf mér,

agus go leanann an graf seo ar agaidh ag druidim leis an X-ais nuair a leanann x ar aghaidh ag
méadu. Deirtear go bhfuil an X-ais mar asamtéit cothromdnach don ghraf.
T4 an sainmhinit foirmitil de teorann ag éigrioch thios.

Sainmhinit 1.3.12. Mds feidhm i f agus mds uimhir { a le

Tr f(x) =q,
X—>00
agus mds uimhir an-bheag agus deimhneach 1 €, is féidir uimhir (mér) M, a roghnii sa gcaoi go mbeidh
[f(x) — a| nios i nd € md td x > M.

Noéta: An bria bhaineann le [f(x) — a| nd luach uimhridil an difriocht idir f(x) agus a. Deireann an
sainmhinid thuas gur féidir linn socrd go mbeidh an difriocht sin chomh beag agus is mian linn,
le x a roghnti mér go leor.

Sampla 1.3.13. An bhfuil Try_, o cosx ann?

Freagra: Nil. T4 a thios againn go bhfuil cos x periadach le periad 27t. Nuair atd x ag dul go co no
go —oo, leanann luachanna na feidhme seo ar aghaidh ag athrd ar fud an eatraimh idir 1 agus —1.
Da bhri sin, nil teorann ag cosx le x — coné x — —oo.

Sampla 1.3.14. An bhfuil Try_,_ % cosx ann?

Réitit: Chun an cheist seo a fhreagairt, caithfimid smaoineamh ar na factéiri 1 agus cosx ina
aonair. T4 a fthios againn nach bhfuil teorann ag cosx le x — —o0, ach t4 a fhios againn freisin go
bhfuil luachanna cos x cuimsithe idir —1 agus 1.

T4 1 ag druidim le 0 agus x — —oo. I gcénai, t4 cos x idir —1 agus 1, agus ansin ta < cos x idir
—% agus % Té an grafy = % cos x cuimsithe ansin idir an graf y = —% agus an graf y = %, agus
dé bhri sin ta < cos x ag druidim le 0 nuair atd x — —co :

1
Tr —cosx=0.
X——00 X

Léirfonn an pictitir thios na grafy = —%, y = % agusy =

x =—1.

1

X

cosx, ar an eatramh 6 x = —10 go

Sampla 1.3.15. Riomhaigh an teorann

Tr vx+10—vx+1.

X——00
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Réitit: Baineann an sampla seo le fréamhacha cearnacha agus sa chaoi sin ta sé costil le Sampla
1.3.7. Nuair at4 x ag méaddi ins an treo ditiltach, t4 v2x2 + 1 agus v/3x2 — 1 ag méadi freisin (ins
an treo deimhneach); nil sé soiléir céard ata 4 tharla leis an difriocht idir na feidhmeanna seo. Is
féidir linn modh cosiil le Sampla 1.3.7 a tisdid; an foirmle iomlén a iolrt faoin chodédn

Vx+10++v/x+1
VXF+10+vx+1

Ansin

Tr vx+10—vx+1 = Tr (\/x+10—\/x+1)<
X——00

X——00

\/x+10+\/x+1>
Vx+10+vx+1
: (x+10) — (x+1)
x==00y/x+10+ vx +1
9

Tr
x—=—00 \/x +10+v/x+1
= 0
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1.4 Gnéithe eile de feidhmeanna

1.41 Comhshuiomh feidhmeanna agus feidhmeanna inbhéartacha

Msés feidhmeanna iad f agus g, tugtar “f tar éis g” ar an fheidhm a shainmhinitear mar x —
f(g(x)), agus tisdidtear an nodaireacht f o g chun { a chur in idl.

Sampla 1.4.1. M td f(x) = x> + 3 agus md td g(x) = cosx, ansin ti
fog(x) = f(cosx) = cos® x + 3, agus g o f(x) = g(x* + 3) = cos(x® + 3).
Noéta: Uséidtear an nodaireacht sin® x agus cos® x chun (sinx)? agus (cosx)? a chur in idl.

Chun fog aluachdil ag pointe airithe x, caithfear g(x) a luachdil ar dtts, agus ansin f a luachail
ag g(x).
Sainmhinit 1.4.2. Mds feidhmeanna iad f agus g, deirtear gur feidhm inbhéarta do f 1 g md td

g(f(x)) = x do ghach x. Deirtear go bhfuil an fheidm f in-inbhéartaithe md td g ann ionas go bhfuil
g(f(x)) = x do ghach x.

Is féidir an sainminid thuas a thuiscint mar a leanas. Is feidhm 1 f a sheolann uimhreacha go
huimhreacha eile, x — f(x). Mas féidir feidhm g a shainmhiniti a sheolann gach f(x) ar ais go x,
glaotar inbhéarta f ar an g sin. Ar bhealach, malartaionn g an obair atd déanta ag f ins an scéal
seo.

Sampla 1.4.3. Abair f(x) = x2.

Ansin cuimsionn fearann f na réaduimhreacha go léir, ach nil na réaduimhreacha ditltacha in
fomhd f. T4 f(2) = 4 agus ta f(—2) = 4 chomh maith. Mas féidir linn feidhm inbhéarta g do f a
shainmhiniti, caithfear g(4) = 2 a bheith againn agus g(4) = —2 freisin. Nil aon ciall anseo, mar
ni féidir nios mo6 nd luach amhdin a bheith ag g le x = 4. Ansin, nil an feidhm f in-inbhéartaithe
ar R.

An fadhb a bhaineann le f anseo nd go dtugann f an luach céanna do phointi difritila ins an
bhfearann, mar shampla 2 agus —2.

Sampla 1.4.4. Abair f(x) =x2,dox > 0.

Ins an sampla seo ta an fheidhm f sainmhinithe do na hiumhreacha dearfacha amhdin. T4
f(2) = 4 aris, agus nil aon pointe x eile i bhfearann f a shdsaionn f(x) = 4. Ins an chas seo, is féidir
linn g a shainmhinit ar na huimhreacha dearfacha (sin iomha f) mar g(x) = v/x.

Ansin ta g(f(x)) = g(x?) = VX2 =x, do ghach uimhir dearfach x. Is feidhm inbhéarta i g do f
ar na réaduimhreacha dearfacha.

Sampla 1.4.5. Abair f(x) = 3x + 2, go ghach x € R.

Ins an sample seo td na réaduimhreacha go 1éir i bhfearann f, agus ma ta f(x;) = f(xz), is
ionann iad x; agus x,.

Matay =3x+2,tdx = %(y — 2). Ansin, is féidir “dul ar ais” 6 y go x leis an bhfeidhm
y — %(y — 2). M4 thugaimid an t-ainm g don fheidhm seo, is féidir linn a fheicedil gur feidhm
inbhéarta do fig:
o

of(x)) = g3x +2) = § o

3x+2-—2) = 3 3x) =x.

Sainmhinit 1.4.6. Deirtear go bhfuil feidhm f aon le haon md td f(x1) # f(x2) go gach x1 agus x, i
bhfearann f.

Biodh f ina feidhm aon-le-haon. Ansin, ma t4 uimhir éigin b i iomha f, nil ach luach amhdin de
a a shasafonn an cothroméid f(a) = b. Ansin is féidir linn feidhm g a shainmhinit ar iomh4 f,
mar ¢g(f(a)) = a, do gach a i fearann x. Is feidhm inbhéarta do f { g ansin, mar t4 f o g(x) = x, do
gach x i fearann f. M4 ta feidhm f in-inbéartaithe, caithfear go bhfuil f aon-le-haon.

Is téidir a fheiceadil 6 graf f an bhfuil f aon-le-haon né nach bhfuil. M4 t4, trasnafonn gach
line cothromdnach an graf ag pointe amhdin ar a mhéad.
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1.4.2 An Teoirim Luach Idirmhednach

Is teoirim an-tdbhachtach ins an Chalcalas é an Teoirim Luach Idirmhedach (TLI). T4 sé an-
tsdideach mar shampla chun neas-réitigh do chothoréméidi a fhdil, cé go bhfuil rditeas an teoirim
féin simpli go leor.

Baineann an teoirim le feidhm f atd leantinach ar eatramh dunta dirithe [a,b]. Cuimhnigh
go gciallafonn an leantinachas seo nach bhfuil ach piosa amhain i graf f idir x = a agus x = b.
Go neamhfhoirmitiil, deireann an teoirim go trasnaionn graf f gach line cothromanach ata idir
y = f(a) agus y = f(b). T4 an leagan foirmiuil thios.

Teoirim 1.4.7. Mds feidhm 1 f atd leantinach ar eatramh diinta dirithe [a, bl, agus mds uimhir é z atd idir
f(a) agus f(b), td uimhir ¢ san eatramh [a, b] a shdsaionn f(c) = z.

Néta: Ciallaionn “idir f(a) agus f(b)” go bhfuil f(a) < z < f(b) né f(b) < z < f(a) - braitheann
sé ar cé acu de f(a) agus f(b) atd nios mo.

Is féidir an Teoirim Luach Idirmhednach a tsdid chun neas-réitigh de cothroméidi a fhdil, né
chun taispedint go bhfuil réiteach ag cothromdid dirithe in eatramh dirithe, mar a léirfonn an
sampla thuas.

Sampla 1.4.8. Cruthaigh go bhfuil réiteach ag an gcothroméid 4x®> — 6x> + 3x — 2 = 0 idir 1 agus 2.
Réitia: T4 a thios againn go bhfuil an ftheidhm f
X — 4x> — 6x% +3x — 2

leantnach ar an eatramh [1,2], mar is feidhm iltéarmach { agus dd bhri sin td si leantinach. Is
féidir linn an fheidhm seo a luachdil ag x =1 agus ag x = 2.

-1
12

f(1) = 4(1)°—6(1)2+3(1)—2
f(2) = 4(2)°—6(2)*>+3(2)-2

Idir x = 1 agus x = 2 ansin, athraionn na luachanna de f 6 didltach go dearfach, agus da bhri
sin t4 0 mar luach ag f ag pointe éigin idir 1 agus 2, dar leis an Teoirim Luach Idirmheanach.
Ciallafonn an raiteas seo go bhfuil réiteach ag an gcothroméid 4x® — 6x% +3x —2 = 0 idir 1 agus 2.

Ceist 1.4.9. Abair f(x) = % Ansin td f(—1) ditltach agus td f(1) dearfach. An deireann an Teoirim
Luach Idirmhednach ansin go bhfuil pointe c san eatramh [—1,1] le f(c) = 0?

Freagra: Ni deireann, mar nil an fheidhm f leantinach ar an eatramh [—1, 1], go hdirithe nil si
leantnach ag x = 0. Ansin nil hipitéisi an TLI i bhfeidhm.
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Chapter 2

Calcalas Difrealach

2.1 An Diorthach

Cuir i gcas gur feidhm { f. Mds pointi iad a agus b i fearann f, is é f(b) — f(a) an athrd i f(x) agus
xagduléagob.

1(b)-1(a

Is féidir line a tharraingt trf na pointi (a, f(a)) agus (b, f(b)). Tugtar line seiceant do f ar an
line seo. Is féidir fana an seiceant line a scriobh i dtearmaf a, b agus f mar

f(b) — f(a)
b—a

f(b)—f(a

/

Tugtar an fdna seo meastachdn ddinn ar chomh tapaidh a bhfuil f(x) ag athrt leis an athrt i
x 6 a go b. Méas mian linn meastachdn a dhéanamh ar chomh tapaidh a bhfuil f(x) ag athra ar
eatramh nios 14 6 a go c, is féidir linn féachaint ar fdna an line seiceant tri (x, f(a)) agus (c, f(c)).
T4 line mar seo léirithe thios.
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f(bi—f(a

/

Is féidir fana an line seiceant tri (a, f(a)) agus (c, f(c)) a scriobh mar
f(c) —f(a)
c—a
Tugann an uimhir seo meastachdn duinn faoi chomh tapaidh até f(x) ag athrt agus x ag dul 6 a
gob.
I gcalcalas difredlach ta suim againn i chomh tapaidh ata x ag athri go direach ag x = a. Tugtar

diorthach f ag a do teorann an phroéiséas thuas agus ¢ ag druidim go a. Usdidtear an nodaireacht
f’(a) chun aun uimhir seo a chur in ital. Ansin

f'(a) = Tr M.
c—a c—a

Is é f'(a) fana an line tadhlai don ghraf y = f(x) ag an bpointe (a, f(a)).
Té an leagan “oifigitiil” de sainmhiniti an diorthach thios.

Sainmhinit 2.1.1. Mds feidhm i f, deirtear go bhfuil f indifredlaithe ag an bpointe a md td an teorann
fla+h)—f(a)

o R

ann. Sa chds seo glaotar diorthach f ag x = a ar an dteorann seo, agus scribhtear é mar f'(a).
Mais feidhm 1 f, is feidhm 1 f’ freisin, a shainmhinitear mar
f(x +h) —f(x

Sampla 2.1.2. Faigh f'(x) md td f(x) = x2.
Réitiu: Is féidir an sainmhinit a tsaid :

fx) = Tr f(x +h) — f(x)

h—0 h
_ (x +h)2 —x2
h—0 h

x? 4 2xh + h? — x?
= Tr

h—0 h
o 2xh + h?
o h—0 h
= Tr 2x+h

h—0

= 2x.
Concluid : f/(x) = 2x.

Ciallafonn an concltiid thuas gur féidir linn fana an tadhlai don ghraf y = x? a fhéil ag pointe
ar bith, agus cothroméid an tadhlai sin a fhdil chomh maith.
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Sampla 2.1.3. Faigh cothromdid an tadhlai don ghrafy = x* ag an bpointe (3,9).

Réitia: Is féidir an line tadhlai ag an bpointe (3,9) a thuiscint mar seo: t4 eolas iomldn againn
faoin fheidhm f(x) = x? agus faoin ghraf y = x2. D4 bhri sin, is féidir linn cothroméid a riomh le
haghaidh an line seiceant a chuimsionn na pointi (3,9) agus (4,16), né an ceann a chuimsionn na
pointi (3,9) agus (3.5, (3.5)%), n6 an ceann a chuimsfonn na pointi (3,9) agus (3.01, (3.01)), agus
mar sin de. Is féidir cothroméid a fhdil don line seiceant a chuimsionn an pointe (3,9) agus aon
dara pointe ar bith atd ar an ngraf y = x2. Is é an line tadhlai ag (3,9) teorann na linte seiceanta
seo, agus an dara pointe ag driudim le (3,9). Ins an sampla seo agus de gndth, ni thrasnaionn an
line tadhlaf an graf ag (3,9), ach teagmhaionn sé an graf ag an bpointe sin.

Mas feidhm {1 f agus mas pointe é x ionas go bhfuil f’(x) sainmhinithe, is é f’(x) fana line
tadhlaf an graf y = f(x) ag an bpointe (x, f(x)). Go hdirithe, ins an sampla seo, caithfear f'(3) a
fhail, le f(x) = x?. O Sampla 2.1.2 t4 a fhios againn go bhfuil f'(x) = 2x. Go hairithe ansin t4
/(3) = 2(3) + 6, sin fana an line tadhlaf ag x = 3. Line atd i gceist ansin a chuimsionn an pointe
(3,9) le fana 6; sasaionn sé an cothroméid

y—9=6(x—3)=y=6x—09.

Nodaireacht: Is féidir an nodaireacht d% a usaid chun diorthach maidir le x a chur in ial. Mar
shampla, is féidir

a(xz) =2x

a scriobh.

2.1.1 Diorthaigh de feidhmeanna triantantla
Sampla 2.1.4. Faigh X (sinx).
Réitit: Caihfear
; sin(x + h) —sinx
h—0 h

a riomh. T4 a thios againn go bhfuil

sin(x + h) = sinxcosh + cos x sin h.
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Ansin ] ) ) ) )
sin(x + h) —sinx T sinxcosh + cosxsinh — sinx
= T .

T
h—0 h h—0 h

Leh — 0, td cosh — 1 agus ansin td sinxcosh —sinx — 0. Is féidir an teorann thuas ansin a
shimpli go
sin(x + h) —sinx T cosxsinh sinh

r = =cosx Tr .
h—0 h h—0 h h—0

Anois ta orainn Try, g Sir}‘Lh a luachail. De réir Teoirim 2.1.5 thios, td4 1 mar luach ag an dteorann

seo. Ansin

L (sinx) = cosx

sinx __ 1

Teoirim 2.1.5. Try_,o *

Cruthi: Is féidir an leardid thios a tisdid chun an teoirim a crutha sa chés ina bhfuil x dearfach,
sin x — 0+. T4 an cés ditltach costiil le seo.

TN

o P13
(0.7

Is learaid é seo de piosa den aonadciorcal. Is é x an fhad 6 A go P ar imline an chiorcail, agus is
é x raidian an uilinn ZAOP. Is iad (cosx, sinx) comhordandidi an phointe A. Is féidir a fheiceail
6n phictitir bhfuil

Achar an triantdin OAP < achar na teascéige OAP < achar an triantain OBP.

Is féidir na rudai seo a scriobh i dtéarmai x, sinx agus cosx.

1 1
| A AOP| = 5(1) sinx = 5 sin x.

Cuimsfonn an stua 6 P go A 5- de imline iomldn an aonadciorcail, agus da bhri sin cuimsionn an
teasc6g AOP, 5- de achar iomladn an aonadciorcail. Ansin

Achar na teascéige AOP = % x m(1)? = 5.
Is triantdn dronnuilleach é OBP agus da bhri sin ta
IBP|  [BP| sinx
tanx = — = — = |BP| =tanx = .
|OP| 1 [BP| COS X
Ansin td | A OBP| = 1(1) (822) = 18X Anois
1 . x _ 1sinx . sinx
—sinx < = < — — sinx < X < .
2 2 " 2cosx cosx
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1
sinx

Is féidir na neamhcothromoéidi seo go léir a iolrt faoi - uimhir dearfach é seo ins an chomhthéacs

atd i gceist againn. Ansin faightear
X 1
— <

X . X .
smx COS X

—L__ Nuair atd x — 0t cosx — 1 agus td —— ag druidim go 1 chomh

teoranta idir dhd rud atd ag druidim go 1 nuair atd x ag druidim go 0, agus

5 _x
Ma}‘ seo, ta Sinx
maith. Ansin t4
ta

idir 1 agus
X
sinx

sinx
Tr =lagus Tr — =1
x—0 X x—0 SIN'X

mar choncliid againn. O

Néta: Is féidir a léirit chomh maith go bhfuil

4 (cosx) = —sinx
dx B '

2.1.2 Rialacha ghineardlta a bhaineann leis an diorthach
1. Més feidhm tairiseach é f, mar shampla f(x) =2, t4 f'(x) = 0.
d

2. a(x) =1.
3. Més réaduimhir énlen # 0, ta
a(xn) =nx"L
Mar shampla, ta - (x*) = 4x% agus ta d%(x%) = %X_%.
4, i(sinx) = cosx agus i(cos x) = —sinx.
dx dx
5. Go ghinearélta, di(f(x) +g(x)) = di(f(x)) + di(g(x)) = f'(x) + g’(x), mas feidhmeanna
iad f agus g. ¥ * *
Mar shampla,

d

1
a(x% +x%) = gx% + 2x.

6. Mas réaduimhir é a agus mas feidhm 1 f, ta

d d /
a(af(x)) = aa(f(x)) = af’(x).

d s d
Mar shampla, a(4x ) =4—

(x°) = 4(5x%) = 20x*.
dx

Sampla 2.1.6. Faigh dix(S sinx 4 4x% + v/x).

Réitit:
d d d d
—(Bsinx + 43 +X) = 3—(sinx) +4—(x) + —(x2)
X dx dx dx
1
= 3cosx+4(3x%) + EX_%
11
= 122 4 = —.
3cosx + 12x +2\/>Z
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2.2 Rialacha Difredla

2.2.1 Riail an toraidh

Teoirim 2.2.1 (Riail an toraidh). Mds feidhm i f a shdsaionn cothroméid den fhoirm

do feidhmeanna w agus v, td
/(%) = u(x)v'(x) + u'(x)v(x).

Nota: Is féidir riail an toraidh a scriobh mar

Sampla 2.2.2. Faigh f'(x) md td f(x) = x* cos x.

Réitia: Is féidir linn riail an toraidh a tisdid anseo, mar is iolrach de dha fheidhm ata i gceist. Is
féidir u(x) = x? agus v(x) = cos x a scriobh. Ansin ta

u'(x) =2x, v/(x) = —sinx,
agus ta

2

/(%) = u(x)v'(x) + u/ (x)v(x) = x*(—sinx) + 2x cos x = —x? sin x + 2x cos x.

d
Sampla 2.2.3. Faigh a(sinzx).
Réitit: Is féidir sin®x a scriobh mar (sinx) x (sinx). Ansin is féidir riail an toraidh a chur i
bhfeidhm le u = sinx agus v = sinx, agus le u’ = cos x agus v/ = cos x. Ansin

d . . .
d—(uv) =uv’ +u'v =sinx cosx + cos x sinx = 2 sinx cos x.
X

2.2.2 An Chuingriail

Teoirim 2.2.4 (An Chuingriail). Mds feidhm i f a shdsaionn cothroméid den fhoirm

do feidhmeanna dirithe w agus v, is féidir ' (x) a scriobh mar
/(%) =uw (v(x)v'(x).

Néta: Ciallaionn an rditeas f(x) = u(v(x)) go bhfuil f = uovné gur chomhshuiomh é f de u agus
V.

Sampla 2.2.5. M td f(x) = sin(x?), faigh f’(x).

Réitiu: Is féidir an cuingriail a tisdid anseo mar is chomhshuiomh é f den fheidhm sin agus den
fheidhm x — x2. Ar dtds, is ionann f(x) agus sin(v), (lev = x2). De réir an chuingriail ansin,
caithfear f a difredil maidir le v ar dtus, agus faightear cosv ansin. Caithfear é seo a iolra faoi
diorthach x? maidir le x ansin. Faightear

i(sinxz) = cosxzi(xz) = (cosx?) x (2x) = 2x cos x>.
dx dx
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Sampla 2.2.6. Faigh f'(x) md td f(x) = (3x + sinx)®.
Réitia:

f’(x) = 3(3x + sinx)? x %(3)( + sinx) == 3(3x + sinx)?(3 + cos x).

1

S la 2.2.7. Fai¢h f' iti f(x) = ———.
ampla aigh f'(x) md td f(x) Sinx T cosx
Réitiu: Is féidir f(x) a scriobh mar

f(x) = (sinx + cosx) L.

Ansin is féidir an cuingriail a asdid chun f’(x) a fhail mar a leanas :

. d . . _ ) sinx — cosx
f’(x) = —1(sinx+cosx) 2 x — (sinx+cos x) = —1(sin x+cos x) ?(cos x—sinx) = ——— .
2

dx (sinx + cos x)

sinx
la 2.2.8. Faigh f’ itaf = —.
Sampla 8. Faigh f'(x) ma ti f(x) 211

Réitiu: Is féidir riail an toraidh agus an cuingriail a tisdid le chéile chun an cheist seo a fhreagairt.
Ar dtus, is féidir f(x) a scriobh mar iolrach :

f(x) = (sinx) x = (sinx) x (x2+1)71).

x2+1
Anois abair u(x) = sinx agus v(x) = (x* + 1)~1. Ansin
u'(x) = cosx,

d 2x
— 2 727 2 -
1(x+1) dx(x +1) TR

<\
®
I

De réir riail an toraidh ansin ta
f'ix) = u(x)v'(x)+u' (x)v(x)
. 2x 1
= Ssmx —m + cos Xm

—2xsinx + cosx(x* + 1)
(x2+1)2

Léirionn Sampla 2.2.8 thuas gur féidir an triti “riail coitianta” de chalcalas difrealach, sin riail
an lin, a fhail 6 riail an toraidh agus 6n chuingriail. Baineann riail an lin le feidhmeanna ata scriofa
mar chodain.

u(x)

Teoirim 2.2.9 (Riail an lin). Md td f(x) = —— do feidhmeanna dirithe uw agus v, td

v(x)

Is féidir riail an lin a tsdid chun an diorthach i Sampla 2.2.8 a fhdil. Feictear go bhfuil an
freagra mar an gcéanna leis an modh a tisdidtear thuas.
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2.3 Optamu

Ta feidhm f indifredlaithe ag an bpointe a md t4 an teorann
fla+h) —f(x)

hT—{o h
ann, né mads féidir line tadhlai don ghraf y = f(x) a tharraingt ag an bpointe (a,f(a)). Go

neamhfhoirmidil ciallaionn an raiteas seo go bhfuil an feidhm f leantinach ag an bpointe a, agus
nach bhfuil ctinne né uillinn ins an ghraf y = f(x) ag an bpointe (a, f(a).

Sampla 2.3.1. Cruthaigh nach bhfuil an feidhm f(x) = |x| indifredlaithe ag x = 0.

Cruthi: On phictiir is féidir linn a fheicedil go bhfuil “ctiinne” ins an ghraf y = |x| ag x = 0, agus
dé bhri sin nach bhfuil feidhm an luach uimhritil indifredlaithe ag x = 0. Ni féidir line tadhlaf
amhdin a shainmhiniti don ghraf thios ag x = 0.

y=Ixl

Chun an rud céanna fheicedil ar bhealach nios fthoirmitila, féach ar sainmhiniti an diorthaigh
mar teorann. T4 orainn féachaint ar

1 fO+h)—f(0) _ . f(h)
h—0 h T hs0 h °
Nuair atd h — 07, is ionann f(h) agus —h, agus ta L}?) =-1.

Nuair atd h — 0", is ionann f(h) agus h, agus ta Lr}:) =1.
Ansin, ta Try,_o— % = —1, agus ta Trn 0+ L}?] = 1. Nil aontas idir na teorainn 6n dha thaobh,
agus da bhri sin nil diorthach ag an bhfeidhm f ag an bpointe x = 0. Nil f indifredlaithe ag an

bpointe seo.

Ma ta feidhm éigin indifredlaithe, is féidir calcalas difredlach a tisaid chun na luachanna is
airde agus is isle den fheidhm a fhdil, ar eatramh irithe n6 ar fud an uimhirline. Tugtar optamii
ar an phroiseas seo.

Sainmhinit 2.3.2. Mds feidhm i f, deirtear go bhfuil uasluach logéanta ag f ag an bpointe ¢ mad td
f(c) = f(x) do ghach x in eatramh oscailte a chuimsionn c.
Deirtear go bhfuil dearbh-uasluach ag f ag an bpointe ¢ md ti f(c) > f(x) do ghach x i bhfearann f.

Ins an chds seo ta graf f i dtimpeallacht c costiil leis an bpictitir thios. T4 seans an go bhfuil
pointe éigin d (i bhfad 6 c), le f(d) > f(c), ach is féidir eatramh a tharraignt i dtimpeallacht x
ionas go bhfuil f(c) mar uasluach ag x ins an eatramh seo. Ins an phictitir thios, ta4 uasluachanna
logénta ag f ag na pointi c agus e.

y=f(x}

TR,
/c £
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Sainmhinit 2.3.3. Mds feidhm i f, deirtear go bhfuil iosluach logénta ag f ag an bpointe d md td
f(d) < f(x) do ghach x in eatramh oscailte a chuimsionn d.
Deirtear go bhfuil dearbh-iosluach ag f ag an bpointe d md td f(d) < f(x) do ghach x i bhfearann f.

Ins an phictitir thuas, t4 iosluach loganta ag f ag an bpointe d.

Sainmhinit 2.3.4. Mds feidhm 1 f atd sainmhinithe ar eatramh diinta éigin [a, b], deirtear go bhfuil f ag
méadu ar [a, b] md td f(xq) < f(x2) go ghach x1 agus x, in [a, b] le x1 < x,.
Deirtear go bhfuil f ag laghdt ar [a, b] md td f(x1) > f(x2) go ghach xq agus x, in [a,b] le x1 < x2.

Ins an phictitir thuas, t4 f ag laghdu ar [c, d], agus ag méadu ar [d, e].

An nasc le calcalas difreidlach
MaA t4 f indifredlaithe, id féidir na sainmhinithe thuas a thuiscint i dtéarmai an diorthach.

1. M4 ta f ag méadu ar an eatramh [a, b] agus md ta f indifredlaithe ar an eatramh (a,b), ta
fana deimhneach ag an line tadhlai don ghraf y = f(x) ag gach x € (a,b), agus da bhri sin
td f'(x) > 0 do ghach x € (a,b).

2. Ma ta f ag laghdd ar an eatramh [a, b] agus mad t4 f indifrealaithe ar an eatramh (a, b), ta
fana didltach ag an line tadhlai don ghraf y = f(x) ag gach x € (a,b), agus da bhri sin t4
f'(x) < 0do ghach x € (a,b).

3. M4 ta uasluach no fosluach logénta ag f ag an bpointe a agus ma ta f indifrealaithe ag a,
td an line tadhlai don ghraf y = f(x) ag (a, f(a)) cothroménach, ta4 0 mar fana ann, agus da
bhrisin ta f/(a) = 0.

Néta: M4 t4 f'(a) = 0 do phointe éigin a, nil sé cinnte go bhfuil iosluach né uasluach logédnta ag
an bhfeidhm f ag an bpointe a. Mar shampla, ma t4 f(x) = x>, ta f'(x) = 3x? agus t4 f'(0) = 0. Cé
go bhfuil f'(0) = 0, tad an fheidhm f ag méadu ar fud an uimhirline.

T4 3x*> deimhneach do ghach x ach amhdin 0; d4 bhri sin t4 fana an line tadhlai don ghraf ag
gach pointe ach amhdin (0, 0) deimhneach. T4 an line tadhlaf ag an bpointe (0, 0) féin cothromdnach.
Ach t4 fana deimhneach ag na linte tadhlai eile go léir den ghraf y = x>, ar an dha thaobh de 0.
Sainmhinit 2.3.5. Mds pointe é c atd i fearann na feidhme f, is pointe criticitla é c do f md td f'(c) =0,
n6 mura bhfuil f indifredlaithe ag c.

Ma té uasluach né fosluach logédnta ag f ag pointe éigin c, is pointe criticitla do f é c.

Sampla 2.3.6. Biodh f(x) = x* + x> — 8x + 5. Faigh na pointi criticitila go léir de f, agus do ghach ceann
acu, réitigh an uasluach logdnta, fosluach logdnta né rud eile atd i gceist.
Réitit:

Céim 1 : T4 an fheidhm f leantinach agus indifreédlaithe ar fud an uimhirline. Is féidir linn f'(x) a

scriobh :
f'(x) = 3x* + 2x — 8, do ghach x € R.

Céim 2 : Is iad na pointi criticidla de f réitigh an cothroméid f’(x) = 0. Ansin
' (x) =

—=3x*+2x—8 =

— 3" +2x—8 =

— (Bx—4)(x+2) =

o O O O

— X =

[CSAITN
]
o
x

Il
\
N

Is iad % agus —2 na pointi criticidla de f.
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Céim 3 : Chun na pointi criticitla a aimsit ni leor féachaint ar luach f’ ag an bpointe criticitla,
caithfear féachaint ar luachanna f’ i dtimpeallacht an phointe sin freisin. Ins an chds seo ta
f'(x) = (3x —4)(x +2) agus td f'(x) =0 ag x = % agus f = —2.

— Nuair atd x < —2, t4 an d4 factéir 3x — 4 agus x + 2 ditltach, ansin td f'(x) deimhneach
agus ta f ag méadu.

— Nuair atd -2 < x < %, td 3x — 4 didltach agus sa x + 2 deimhneach. Ansin t4 f/(x)
deimhneach agus ta f ag laghda.

— Nuair atd x > %, td an d4 fact6ir 3x—4 agus x+2 deimhneach, ansin td f'(x) deimhneach
agus ta f ag méadua.

Ansin, ta f ag méadu ar an taobh chlé den chéad pointe criticitil x = —2 agus ag laghdu ar
an taoibh dheis de : is uasluach logdnta atd i geeist ag x = —2.

T4 f ag laghd ar an taobh chlé den dara pointe criticil x = 3 agus ag méadd ar an taoibh

dheis de : is fosluach logdnta até i geeist ag x = 3.

Tugann an piosa deireanach den sampla thuas eolas tdbhachtach ddinn ar conas is féidir a
aimsit an uasluach, fosluach né rud eile ata igceist le pointe criticitil. Biodh f ina feidhm in-
difreélaithe le pointe criticitil ag c¢. Ansin td f'(c) = 0. Mds uasluach logénta ata i gceist ag c, t4
f ag méadu ar an taobh chlé de c agus ag laghdt ar an taobh dheis de c. Ansin t4 fana an line
tadhlai deimhneach ar an taobh chlé de ¢ agus ditltach ar taobh dheis de; td 0 mar luach ag an
féna seo ag an bpointe c féin. Mar sin, ta f’(x) ag laghdt 6 deimhneach go ditltach nuair atd x ag
méadt tri ¢, agus dd bhri sin t4 diorthach ' didltach ag x = c.

Sainmhinia 2.3.7. Ms feidhm indifredlaithe i f, glaotar an dara diorthach de f ar an bhfeidhm £ (f'(x)).
Is féidir é a scriobh mar £" (x).

M4 té pointe criticiail ag f ag x = ¢, td f'(c) = 0. M4 t4 f”(c) < 0 chomh maith, ciallaionn sé
go bhfuil f" ag laghdu 6 deimhneach go ditltach ag ¢, agus ansin gur uasluach logénta atd i gceist
agc. M4 ta f”’(c) > 0, ciallaionn sé go bhfuil f’ag méadu 6 ditltach go deimhneach ag c, ansin is
iosluach loganta até i gceist ag c.

Is féidir an reastnaiocht seo a chur i bhfeidhm chun nadir na phointf criticitila i Sampla 2.3.6
a aimsid. In an sampla seo, td

f(x) =x3+x2—8x+5, f'(x) =3x>+2x—8, f"(x)=6x+2.

T4 na pointi criticitila ag x = —2 agus x = 3. Is féidir linn f” a luach4il ag na bpoint seo :

4 4
f'(—2) =6(—2)+2<0, f’ <3) =6x3+2>0.

4

Ansin, td uasluach logénta ag f ag x = —2, agus té iosluach logénta ag f ag x = 3.

Noéta: Mdas mian linn, is féidir linn na luachanna de f a bhaineann leis na pointf criticidla a fhail;
ins an sampla seo, ta

3 2
f(—2) = (—2)° 4+ (—2)* —8(—2) + 5 =17 agus f (;l) = (;L) + (i) -8 (g) +5= —%.

Sampla 2.3.8. Biodh f(x) = (x* — 1)\/x. Faigh na pointi criticiiila go léir de f, agus aimsigh do gach
ceann acu an uasluach né fosluach atd i gceist, né ceachtar acu.
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Réitit: Tabhair faoi deara sa chéad &it gut iad na réaduimhreacha dearfacha amhdin agus 0
atd i bhfearann f. (Tugtar fearann nddiirtha f ar an tacar [0, c0)). Caithfear f'(x) a fhdil agus an
cothroméid f'(x) = 0 a réitit.

5 1 5
f(x) =x2 —x2 ! == .

(x) =x2 —x2 = f'(x) 5 5 NG
M4 ta f/(x) = 0, td 5x> — 1 = 0, ansin t& x> = 1. T4 dha féidireachtaf ann, x = ,/1/5 agus
x = —4/1/5. Nil orainn bacadh leis an dara ceann, 4fach, mar nil sé i bhfearann f. T4 pointe
criticial amhdin ag f, ag x = 1/1/5.
5x% — 1
;7. Téd an ainmneoir anseo, 2+/x, dearfach i dtimpeallacht /1/5. T4 an
uimhreoir, 5x*> — 1, dearfach nuair atd x > 1/1/5, agus ditltach nuair atd x < 4/1/5. Ansin t4
fana an line tadhlai de y = f(x) ditiltach ar an taobh chlé de x = y/1/5 agus dearfach ar an taoibh
dheis de. Mar sin, is fosluach logénta ata i gceist anseo.

Ta f'(x) =

Sampla 2.3.9. Cruthaigh go bhfui réiteach amhdin ag an gcothromédid
X —2x*—3=0
ins an eatramh [1,5].

Réitit: Ta dha rud le déanamh againn anseo. T& orainn taispedint go bhfuil réiteach ins an
eatramh [1, 5] agus nach bhfuil nios mé na réiteach amhain ann.
Ar dtts abair f(x) = x> — 2x? + 1 agus féach ar na luachanna de f ag x = 1 agus x = 5. T4

f(1) =1° —2(1)> =3 < 0 agus ta f(5) = 5° —2(5)> —3 > 0.

Té f leantinach ar [1, 5], ansin trasnaionn graf f an X-ais idir x = 1 agus x = 5, de réir an Teoirim
Luach Idirmhednach. Mar sin, td ¢ € [1,5] le f(c) = 0, agus is réiteach é ¢ don chothroméid
x5 —2x2 -3 =0.

Chun crutht nach bhfuil nios mé né réiteach amhain ins an eatrambh, is féidir linn féachaint ar
f/. Ta

f/(x) = 5x* —4x = x(5x° — 4).

Nuair atd 1 < x < 5, td x deimhneach agus ta 5x3 — 4 deimnhneach chomh maith. Ansin ta f
ag méadu ar an eatramh [1, 5] go 1éir, agus ni féidir le graf f an X-ais a thrasnti nios mé nd uair
amhdin ar an eatramh seo.

Teoirim 2.3.10. M td f leaniinach ar eatramh diinta [a, b, td dearbh-uasluach agus dearbh-iosluach ag f
ar an eatramh [a, b]. Ciallaionn an rditeas seo go bhfuil pointi c agus d in [a, b] le f(c) = m, f(d) = M,
agus m < f(x) < M do ghach x € [a,b].

Sampla 2.3.11. Biodh f(x) = x> + 3x* — 24x — 20. Faigh na luachanna is airde agus is isle de f ar an
eatramh [0, 5], agus na pointi ag a shroichtear iad.

Réitit: Ta dhé féidearachtaf ann. T4 seans ann go bhfuil an dearbh-uasluach né dearbh-fosluach
ag pointi criticitla taobh istigh den eatramh, agus ta seans ann freisin go bhfuil ceann amhdin
acu né an da ceann ag criochphointe den eatramh. Caithfimid na pointi criticitila taobh isitgh den
eatramh a fhail agus an fheidhm f a luachdil ag na pointi seo agus ag na criochphointi.

Ta f/(x) = 3x> + 6x — 24.

ffix) =0=3x>+6x—24=0=x>+2x—8=0= (x —2)(x +4) = 0.

Ansin ta pointi criticitila ag f ag x = 2 agus x = —4; nil ach ceann amhdin de na pointi seo taobh
istigh den ar eatramh, sin x = 2. Anois is féidir linn f a luachdil ag an bpointe seo agus ag na
criochphointi x = 0 agus x = 5.
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e f(0) =0%+3(0)2 —24(0) —20 = —20
o f(2) =2343(2)2—24(2) —20 = —48
o f(5) =5%+3(5)2 —24(5) — 20 = 60

Ansin, ta 60 mar dearbh-uasluach ag f ar [0, 5], le f(5) = 60, agus t4 —48 mar dearbh-iosluach ag f
ar [0,5], le f(2) = —48.

Is féidir modhanna 6 chalcalas difredlach a Gsédid chun fadhbanna optaméchédna 6n “gnath
shaol” a réititi chomh maith, mar a léirfonn an sampla thios.

Sampla 2.3.12. Td sorcéir de toirt 1000cm® G dhéanamh as leathdn miotail. Cén achar de miotail ar a
laghad atd de dhith?

Réitit: Biodh r mar ga ag an tsorcéir agus h mar ard ann. Ansin td V = nr?h mar toirt ann
agus ta
27T x h+ 2 x 7o’

mar achar dromchla ann. Tdimid ag iarraidh an achar A a foslaghdu agus is feidhm é de r agus
de h.

T4 a fhios againn go bhfuil V = 1000, agus is féidir ann eolas sin a tsaid chun h a scriobh {
dtéarmai r agus ansin chun A a scriobh 1 dtéarmaf r amhdin, agus calcalas a tisdid chun fosluach
an achar a fhdil.

1
V =mr*h = 1000 = h = 0—020.
r
Ansin 000 2000
A =27tr X h 42 X mir? = 27r X 3 + 21 = — + 2712,

Chun A a foslaghdt caithfimid féachaint ar an diorthach 42 :

A _ —200072 + 47r.
dr

Chun point{ criticitla a aimsit, réitigh an cothroméid 4%+ =0

72000r’2+4m':0:>—2000+47rr3:0:>r3:¥ —r=y ?.

T4 pointe criticitil amhdin ag A, ag r = ¢/22cm. Is é 4000r 2 + 47 an dara diorthach de A, agus

té sé deimhneach do gach luach deimhneach de r. Ansin is fosluach atd i geeist ag r = ¢/22. Is

féidir linn an luach seo a chur in it r i sainmhiit A chun an achar dromchla is 14 agus is féidir a
bheith ag sorcéir de toirt V a fhdil :

{20000/ 7 42 (30 e
Amm—<2000 500+27T(7'c cm”.
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Chapter 3

Feidhmeanna easp6nantuala agus
logartamacha

3.1 An fheidhm easpdénantiil agus an logartam naduartha

Sampla 3.1.1. [Us iolraithe] Cuirtear priomshuim de €100 sa bhanc, agus foctar tis air go leantinach ag
rita 4% sa bhliain. Glaotar P(x) ar an iarmhéid tar éis x bliain.

Tar éis bliain amhdin, td 100 x (1.04) ins an chuntas.
I rith an dara bliain, foctar iis ar an suim seo agus tar éis an dara bliain td

100 x (1.04) x (1.04) = 100 x (1.04)?

ins an chuntas.
Tar éis an triti bliain, td
100 x (1.04)% x 1.04 = 100 x (1.04)*

ann, agus mar sin de. Ansin, td
P(x) =100 x (1.04)~.

Cuimhnigh gur é 100 an priomhshuim ar dtiis.

Is sample é Sampla 3.1.1 de fis easpéantiiil. T4 an iarmhéid ins an chuntas ag fds an t-am ar
fad, ag rata atd comhréireach leis a luach ldithreach. Feictear fas (agus meath) den saghas seo go
minic ins an mhata feidhmeach. Mar shampla, ins an bitheolaiocht, feictear fas easpénanttil go
minic i daonra de ainmhithe no planda’i né baictéir. Ins an fisic, feictear meath easpéneantil in
abhair radaigniomhach.

Sainmhinit 3.1.2. Glaotar “an fheidhm easponantiiil le bonn a” ar an bhfeidhm f atd sainmhinithe mar
f(x) = a®
do uimhir deimhneach a # 1.

Uséidtear an tearma “éasponantdil” mar td an spledchas ar an athrég x ins an easp6nant.
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AN DIORTHACH DE FEIDHM EASPONANTUIL
Abair f(x) = a*. Ansin

fix) = }};1;0 f(x—f—h}i— f(x)

x+h _ %

a
h—0 h

h—0 h
= a*f'(0).

Ansin, ta f(x) agus a diorthach go h-an costiil le chéile, nil aon difriocht eatarthu ach an factéir
f/(0). Is uimhir é an factdir seo, agus nil ann ach féna an line tadhla’i don ghraf y = a* ag an
bpointe (0,1). Braitheann luach an uimhir seo ar an uimhir a. T4 sé nios airde nuair atd a nios
airde, agus a* ag méadu nios tapaidh. Léirionn an pictitir thios an cruth ghinireélta ata ar graf
den saghasy = a*,do a > 1. Isiad y = 2* agus y = 3* na samplai ata ins an 1éardid seo (is é
y = 3% an ceann atd nios airde ar an taobh deimhneach den phictidir).

Ma td a = 1, td a* = 1 do ghach x agus is feidhm tairiseach leis an luach 1 atd i gceist
le 1*. M4 td a > 1, t4 luachanna na feidhme f(x) = a* deimhneacha agus ag méadu ar na
réaduimhreacha go léir. Mad t4 0 < a < 1, t4 luachanna na feidhme a* deimhneacha agus ag

1

laghdt ar na réaduimhreacha go léir. Léiritear an graf y = (5)* ins an phictidir thios.
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0.5+

BT A0 1 2 3 2

T4 uimhir amhdin a ann ionas go bhfuil fdna an line tadhlai don ghraf y = a* cothrom le 1.
Tugtar e (uimhir Euler) ar an uimhir speisialta seo, agus is uimhir neamhcoimheasta é ata idir
2 agus 3; e =~ 2.718. An gné speisialta a bhaineann le e nd gur ionann an fheidhm e* agus a

diorthach féin : d

dx
Glaotar an bonn nddiirtha do feidhmeanna easpénanttla ar an uimhir e, agus glaotar an fheidhm
easpdénantdil ar e*.

(eX) = e*.

Sampla 3.1.3. M td f(x) = e, céard é f'(x)?
Réitit: Is féidir an chuingriail a tisdid anseo :

i 3xy 3x£ _ 3x
dx(e =r dx(3x)-3e .

Sainmhinit 3.1.4. Is é an logartam nddiirtha an fheidhm inbhéarta do e*. Md tdy = e*, glaotar logartam
y ar an uimhir x, agus scriobhtar x = Iny.

Samplai
1. e =5,
2. In1=0, martd e =1.
3. Matd e™2 =6,ta3x +2=In6agustd x = 1(In6 —2).

4 Matae¥+t? =5tax*+2=In5agustdi x> =In5—2. Tax = +In5 — 2.
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DIORTHACH AN LOGARTAIM NADURTHA

Abairy = Inx. Ansin td eV = x, agus is féidir an d4 taobh den cothroméid seo a difredil maidir le
x. Chun é seo a dhéanamh le eV, caithtear an chuingriail a tisédid, agus faightear

1 dy
—ed—= = 1
dx

dy
dx
dy
dx

1
Ansin, is é S an diorthach de Inx. Tugtar difredil infhillte ar an bpréiseas thuas.
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3.2 Frithdhiorthaigh
Sainmhiniu 3.2.1. Md td f'(x) = g(x), deirtear gur frithdhiorthach do g(x) é f(x).
Samplai
1. Is frithdhiorthach do 2x é X, mar t& & (x?) = 2x.
2. Is frithdhiorthach do 2x é x2 + 1 freisin, mar t4 d% (x* +1) =2x.
3. Is frithdhiorthach do 2x é feidhm ar bith den fhoirm x2 + C freisin, le uimhir tairiseach C

ar bith, mar td & (x* + C) = 2x. Is é x*> + C an frithdhiorthach ghiniredlta do 2x. Is féidir
frithdhiortach &irithe a roghnti m4 thugtar luach &irithe don C seo, mar shampla 0 (x?), n6
1 (x*+1),n610 (x> + 10).

Sampla 3.2.2. Faigh an frithdhiorthach ghiniredlta do na feidhmeanna seo a leanas.

(a) cos2x (b)) &3t (c)et

Réitit: Ins an fadhb seo, tdimid ag iarraidh “dul ar ais” 6n diorthach go dtf an feidhm fhéin.
T4 an tasc seo nios deacra né an difredil, mar nil rialacha i bhfeidhm a threoraionn an phréiseas.
Caithfear sért tuairimiocht agus cearttichdn a tsdid lena chéile.

(@)

(b)

()

Téaimid ag iarraidh rud a scriobh sios atd cos2x mar diorthach ann. T4 a thios againn go
bhfuil “cos” mar diorthach ag “sin”, agus ansin is rud costiil le sin2x atd de dhith orainn.
Féach ar diorthach sin 2x :

d d
—(sin2x) = cos 2x x — (2x) = 2 cos 2x.
dx dx

Ansin nil sin 2x go hiomlan ceart : md tosaimid le sin 2x, faighimid 2 cos 2x mar diorthach.

Téaimid ag iarraidh cos 2x a fhdil, ansin ba cheart ddinn tosnti le 5 sin2x. Ansin

d /1 . 1 d
™ (2 smzx) = ECOSZX X a(Zx) = Ccos 2x.

Is frithdhiorthach do cos2x é 3 sin2x, agus is é 3 sin2x + C an frithdhiorthach ghiniredlta do
€Os 2x.

Téimid ag iarraidh rud a scriobh sfos até e3' mar diorthach ann. T4 a fhios againn go bhfuil
e mar diorthach ag e' maidir le t, agus ansin is rud cosuil le e atd de dhith orainn. Féach

ar diorthach et : 4 4
3ty _ o3t 3t
—e’") =e’" x —(3t) =3e”".
dt ) dt( )
Ansin nil e** go hiomlan ceart : ma tosaimid le e, faighimid 3e®" mar diorthach : td an

factooir 3 sa bhreis ann. Tdimid ag iarraidh " amhdin a fhail, ansin ba cheart dainn tosnt

1
le §e3t. Ansin

A (T _Tae do s
dt<3e)—3e xdt(Bt)—e.

Is frithdhforthach do €' é 1€, agus is é 1e3' + C an frithdhiorthach ghiniredlta do €.

T4 an sampla seo go han-costil le (b) thuas. Is rud cosuil le e~ * atd de dhith orainn, ach ma
thosaimid le e, faighimid

d
—t et

=

e
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mar diorthach. Ni —e~t ach e~ at4 de dhith orainn, d4 bhri sin ba cheart ddinn tosnt le
—et in &it e~ t. Ansin,

4
dt

(e =—et St = et x (D) =e

Conclaid: Is frithdhiorthach do e * é —e™*, agus is é —e™* + C an frithdhiorthach ghiniredlta
doe*.
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3.3 Feidhmeanna easpdnantila san Eolaiocht

Sampla 3.3.1. I dturgnambh bitheolaiochta, tugtar N(t) ar daonra na bactéir ag an am t, agus sdsaitear an
cothroméid difredlach

dN o,

at
Td N(0) = 500, agus in uair a comhairitear t. Faigh daonra na bactéir tar éis c1iig uair.

Réitit: Ta orainn foirmle do N(t) a fhail agus é a luachdil ansin ag t = 5. T4 a fhios againn go

bhfuil
AN _

dt ’
agus ansin is frithdhforthach é N(t) do e?'. Ansin, t&

1
N(t) = Ee2t +C,

le uimhir tairiseach éigin C. Tugann an coinnioll tosaigh N(0) = 500 an luach ceart do C dtinn.

N(O):%60+C=%+C:5OO:>C:499.5

Ansin td N(t) = 1e?* +499.5, agus ta

1

N(5) = %eZXS +4995 = %elo +499.5 ~ E(22026) +499.5 ~ 11512.

Sampla 3.3.2.

Td 5730 bliain mar leathré ag carbon-14. Nuair atd orgdnach beo, fanann an coibhneas idir carbon-14 agus
carbon-12 ina chorp tairiseach, ach tar éis bds an orgdnaigh, tosaionn leibhéal y(t) an carbon-14 ag laghdii
de réir meath easponantiiil. Dd bhri sin, is féidir an carbon-14 a tisdid chun an aois atd ag sampla dirithe a
aimsiil. Sdsaitear an cothroméid

y(t) = yoe .
Is é yg leibhéal an carbon-14 ag bds an orgdnaigh, agus is uimhir deimhneach é k. I sampla dirithe, td 90%
den bun-léibhéal de carbén-14 figtha. Cén aois atd ag an sampla?

Noéta: Nuair atd dbhar radaighniomhach ag meath, t4 leath den méid a bhi ann ar dtus fagtha tar
éis leathré amhain.

Réitit: Is é y(t) an méid de carbon-14 ata fagtha san orgdnach ag am t. Ta a fhios againn gur 5730
bliain é leathré an carb6in-14, agus go bhfuil y(0) = yo, ansin t4

y(5730) = ype <730 = 0.5y,.
Is féidir yo a cheallt anseo chun e %% = (.5 a scriobh. Ansin td —5730k = In(0.5) agus t4

~ In(0.5)  In(0.5)
- —5730 —5730°

k

ln(0.5)t

Ansin td y(t) = yoe = ". Taimid ag iarraidh luach de t a fhéil ionas go bhfuil y(t) = 0.9y,. Ansin
ta
In(0.5) —5730

:1 . :1 .
_5730t n09 — t=1n0.9 x In(0.5)

In(0.5)

y(t) =yoe ™' =09y = e Tt = 0.9 — ~ 871.

Ta an sampla timpeall 871 bliain d’aois.
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Sampla 3.3.3. [ dturgnamh bitheolaiochta, td 12g de giosta i lgthair ag am t = 0, agus tar éis deich
néiméad (t = 10) td 15¢ ann. Td an mais M(t) ag méadii de réir an cothromdid

am
S kM,
dt

le wimbhir tairiseach k. Ag cén am a mbeidh 24g de giosta ann?

Réitit: An priomhrud até le déanamh anseo nd an cothroméid %—T‘{‘ = kM a tisdid chun cur sios a
thabhairt ar M. Deireann an cothrméid seo gur ionann diotthach M agus kM, agus ciallaionn an

réiteas seo go bhfuil
M(t) = Aekt,

le uimbhir éigin A. Is féidir an eolas at4 ins an cheist a tisdid chun A agus k a luachail. Agt =0:
M(0) = Ae’ = A =12.

Ansin t4 M(t) = 12e*t agusagt = 10 ta

1 1
M(10) = 12e**10 = 12¢10% = 15 — ¢!k = g = 10k = In (5) )

Ansin td k = {1n (3) agus t4 i

M(t) = 12e 0 (Bt
Nuair atd M(t) =24, ta

12enm(B)t = 24

:}e%ln(g)t = 2

1. /15

“n(2)t = In2
:$10“(12 n

1
—t = 10xIn2x = ~ 31.
n(33)

Beidh 24g ann tar éis timpeall 31 néiméad.
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ainmneoir denominator, page 11

ais axis, page 2

ais axis, page 6

aon le haon one-to-one, page 17
aonadciorcal unit circle, page 8
Aontas Union, page 5

asamtoéit cothromanach horizontal asymptote, page 15
ascalach oscillating, page 14

Ball  Element, page 4
Barrtheilgeach surjective, page 4
céimheasta rational, page 2
cénasctha connected, page 2
ceartingearach vertical, page 2
ceartingearach vertical, page 6
comhordandid coordinate, page 6

comhshineas cosine, page 8
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comhshuiomh composition, page 17

corr odd, page2

cothroménach horizontal, page 2
cothroménach horizontal, page 6
Cuimsithe Bounded, page 4

Cuingriail Chain rule, page 24

diorthach derivative, page 19

deachtil Decimal expansion, page 2
dearbh-iosluach absolute minimum, page 26
dearbh-uasluach absolute maximum, page 26
deiseal clockwise, page 8

dronnuilleach right-angled, page 22
Eatramh interval, page 4

fana  slope, page 19

fearann domain, page 6

Feidhm function, page 4

ga radius, page 8

hipitéis hypothesis, page 18

iltéarmach polynomial, page 18

imline circumference, page 8

inbhéartach inverse, page 17

leantinachas continuity, page 10
neamhleantinachas discontinuity, page 14
Optama Optimization, page 26

Ordghaol Order relation, page 3

periad period, page 9

periadach periodic, page 9

pléna Cairtéasach Cartesian plane, coordinate plane, page 6
Réaduimhreacha Real numbers, page 2
réidh even, page 2

raidian radian, page 22

Riail an toraidh Product Rule, page 24

sineas sine, page 8
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seiceant secant, page 19

slanuimhir integer, page 2

sorcéir cylinder, page 30

stua  arc, page 22

surda surd, page 12

surda comhchuingeach conjugate surd, page 12
Tacar Set, page 2

Tacar set, page 4

tadhlai tangent, page 20

teascog sector (of circle), page 22

Teoirim Luach Idirmhednach Intermediate Value Theorem, page 18
teorann limit, page 10

toirt  volume, page 30

Triantantil Trigonometric, page 8

tuathalach anti-clockwise, page 8

uasluach maximum value, page 26

uasluach logédnta local maximum, page 26
uilinn angle, page 22

uimhreoir numerator, page 12
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