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•  An	
  incidence	
  geometry	
  (X,	
  *,	
  t,	
  I)	
  is	
  a	
  4-­‐tuple	
  s.t.	
  
–  X	
  is	
  a	
  set	
  of	
  elements;	
  
–  I	
  is	
  a	
  set	
  of	
  types;	
  
–  t	
  :	
  X	
  -­‐>	
  I	
  :	
  x	
  -­‐>	
  t(x)	
  is	
  the	
  type	
  funcPon;	
  
–  *	
  is	
  an	
  incidence	
  relaPon,	
  i.e.	
  a	
  reflexive,	
  symmetric	
  
relaPon	
  on	
  X	
  x	
  X,	
  such	
  that	
  two	
  disPnct	
  elements	
  of	
  
the	
  same	
  type	
  cannot	
  be	
  incident;	
  

The	
  incidence	
  graph	
  is	
  the	
  graph	
  (X,E)	
  where	
  {x,y}	
  ∈	
  E	
  
iff	
  x*y.	
  

Each	
  maximal	
  clique	
  in	
  the	
  incidence	
  graph	
  contains	
  
an	
  element	
  of	
  each	
  type.	
  

•  #I	
  is	
  called	
  the	
  rank	
  of	
  the	
  geometry.	
  

Incidence	
  geometries	
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•  A	
  clique	
  of	
  the	
  incidence	
  graph	
  is	
  called	
  a	
  flag.	
  
•  If	
  a	
  flag	
  contains	
  an	
  element	
  of	
  each	
  type,	
  it	
  is	
  called	
  a	
  

chamber.	
  
•  The	
  number	
  of	
  elements	
  of	
  a	
  flag	
  F	
  is	
  the	
  rank	
  of	
  F.	
  
•  A	
  geometry	
  is	
  firm	
  (resp.	
  thin)	
  if	
  every	
  flag	
  of	
  corank	
  1	
  

is	
  contained	
  in	
  at	
  least	
  (resp.	
  exactly)	
  two	
  chambers.	
  

•  The	
  residue	
  of	
  a	
  flag	
  F	
  is	
  the	
  geometry	
  whose	
  
elements	
  are	
  all	
  the	
  elements	
  incident	
  to	
  F	
  but	
  not	
  in	
  
F,	
  with	
  induced	
  incidence	
  relaPon	
  and	
  type	
  funcPon.	
  

•  A	
  geometry	
  is	
  residually	
  connected	
  if	
  every	
  residue	
  of	
  
rank	
  at	
  least	
  two	
  has	
  a	
  connected	
  incidence	
  graph.	
  

•  A	
  geometry	
  is	
  flag-­‐transiPve	
  if	
  its	
  automorphism	
  group	
  
acts	
  transiPvely	
  on	
  the	
  chambers.	
  

Some	
  definiPons	
  



Coset	
  geometries	
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Jacques	
  Tits’	
  algorithm	
  

Take	
  a	
  group	
  G	
  and	
  a	
  set	
  {Gi	
  |	
  i	
  =	
  1,…,	
  n}	
  
	
   	
  of	
  subgroups	
  of	
  G	
  

X	
  :=	
  	
  {Gig|	
  Gi	
  <	
  G	
  for	
  all	
  i	
  in	
  {1..n},	
  g	
  ∈	
  G}	
  
I	
  :=	
  {1,	
  …,	
  n}	
  
t	
  :	
  X	
  -­‐>	
  I	
  :	
  Gig	
  -­‐>	
  i	
  
*	
  :	
  Two	
  cosets	
  are	
  incident	
  provided	
  their	
  intersecPon	
  
is	
  non-­‐empty.	
  

(X,	
  *,	
  t,	
  I)	
  is	
  a	
  geometry	
  provided	
  that	
  every	
  maximal	
  
clique	
  of	
  the	
  incidence	
  graph	
  is	
  of	
  cardinality	
  n.	
  



Coset	
  geometries	
  from	
  sporadic	
  simple	
  groups	
  
– Ten	
  smallest	
  sporadic	
  groups	
  

– Some	
  results	
  for	
  the	
  O’Nan	
  group	
  
– Some	
  results	
  for	
  Suz	
  
– Suzuki	
  simple	
  groups	
  

– PSL(2,q)	
  groups	
  in	
  rank	
  2	
  
– …	
  

First	
  step	
  :	
  subgroup	
  lafce	
  computaPon	
  

Coset	
  geometries	
  







Timings	
  on	
  a	
  PenPum	
  Xeon	
  Dual	
  Core	
  at	
  3.2Ghz	
  (4Mb	
  of	
  cache)	
  with	
  16Gb	
  of	
  Ram	
  



Link	
  with	
  locally	
  2-­‐arc-­‐transiPve	
  graphs	
  
– Our	
  geometries	
  in	
  rank	
  2	
  are	
  locally	
  2-­‐arc-­‐
transiPve	
  biparPte	
  graphs	
  with	
  the	
  stabilizer	
  of	
  a	
  
vertex	
  of	
  one	
  bipart	
  maximal	
  in	
  the	
  group	
  	
  

-­‐  All	
  locally	
  2-­‐arc-­‐transiPve	
  graphs	
  for	
  the	
  14	
  
smallest	
  sporadic	
  simple	
  groups	
  are	
  known	
  
(Leemans,	
  J.	
  Alg	
  2009)	
  

-­‐  Several	
  locally	
  2-­‐arc-­‐transiPve	
  graphs	
  for	
  PSL(2,q)	
  
and	
  Sz(q).	
  

Coset	
  geometries	
  



Polytopes	
  in	
  dimension	
  3	
  
Polyhedra	
  

Platonic	
  solids	
  





Hypercube	
  



120-­‐cells	
  



600-­‐cells	
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Abstract	
  polytopes	
  

An	
  abstract	
  n-­‐polytope	
  P	
  is	
  a	
  parPally	
  ordered	
  
set	
  saPsfying:	
  
A1.	
  It	
  has	
  a	
  least	
  face	
  and	
  a	
  greatest	
  face.	
  	
  
A2.	
  Every	
  flag	
  has	
  exactly	
  n	
  +	
  2	
  faces.	
  	
  
A3.	
  It	
  is	
  strongly	
  connected.	
  	
  
A4.	
  For	
  each	
  I	
  =	
  0,	
  …,	
  n-­‐1,	
  if	
  F	
  and	
  G	
  are	
  incident	
  
faces	
  of	
  P,	
  of	
  ranks	
  i-­‐1	
  and	
  i+1	
  respecPvely,	
  there	
  are	
  
exactly	
  two	
  i-­‐faces	
  H	
  of	
  P	
  such	
  that	
  F	
  <	
  H	
  <	
  G.	
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Abstract	
  regular	
  polytopes	
  

An	
  abstract	
  n-­‐polytope	
  P	
  is	
  regular	
  if	
  its	
  
automorphism	
  group	
  G	
  is	
  transiPve	
  on	
  the	
  
flags	
  of	
  P.	
  

If	
  the	
  automorphism	
  group	
  G	
  has	
  two	
  orbits	
  
on	
  the	
  flags	
  such	
  that	
  any	
  two	
  adjacent	
  flags	
  
are	
  in	
  disPnct	
  orbits,	
  the	
  polytope	
  is	
  called	
  
chiral	
  or	
  chirally	
  regular.	
  



Platonic	
  solids	
  and	
  their	
  
automorphism	
  group	
  

Sym(4)	
   Sym(4)	
  x	
  2	
   Alt(5)	
  x	
  2	
  



The	
  automorphism	
  group	
  of	
  the	
  
cube	
  (octahedron)	
  



The	
  automorphism	
  group	
  of	
  the	
  
cube	
  as	
  an	
  abstract	
  group	
  

Take	
  three	
  involuPons	
  a,	
  b,	
  and	
  c	
  

Impose	
  that	
  (a*b)	
  3	
  =	
  (a*c)2	
  =	
  (b*c)	
  4	
  =	
  1	
  

The	
  group	
  <a,b,c>	
  is	
  of	
  finite	
  order.	
  

It	
  is	
  of	
  order	
  48.	
  

It	
  is	
  isomorphic	
  to	
  the	
  full	
  automorphism	
  group	
  	
  
of	
  the	
  cube.	
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Coxeter	
  groups	
  

A	
  Coxeter	
  group	
  is	
  a	
  group	
  	
  
G	
  =	
  <	
  ρ0	
  ,	
  .	
  .	
  .	
  ,	
  ρn-­‐1	
  |	
  (ρi	
  ρj)	
  mij	
  =	
  1	
  >	
  	
  where	
  	
  
-­‐ 	
  mii	
  =	
  1	
  	
  
-­‐ 	
  mij	
  =	
  mji	
  >	
  1	
  	
  is	
  a	
  posiPve	
  integer	
  or	
  infinity,	
  
whenever	
  i	
  ≠	
  j.	
  

The	
  Coxeter	
  matrix	
  associated	
  to	
  G	
  is	
  the	
  
matrix	
  (mij).	
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Examples	
  of	
  Coxeter	
  groups	
  

<a,b	
  |	
  a2	
  =	
  b2	
  =	
  (a*b)	
  n	
  =	
  1>	
  is	
  the	
  dihedral	
  
group	
  of	
  order	
  2n	
  for	
  any	
  posiPve	
  integer	
  n.	
  

Example	
  for	
  n	
  =	
  5	
  :	
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Examples	
  of	
  Coxeter	
  groups	
  

<	
  ρ0,	
  .	
  .	
  .	
  ,	
  ρn-­‐1	
  |	
  ρi2	
  =	
  (ρi	
  ρi+2)2	
  =	
  (ρi	
  ρi+1)3	
  =	
  1	
  >	
  	
  
is	
  the	
  symmetric	
  group	
  Sym(n)	
  	
  
(E.	
  H.	
  Moore,	
  1896)	
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Coxeter	
  diagram	
  

Given	
  a	
  Coxeter	
  group	
  G	
  generated	
  by	
  
pairwise	
  disPnct	
  involuPons	
  ρ0,	
  .	
  .	
  .	
  ,	
  ρn-­‐1,	
  with	
  
associated	
  Coxeter	
  matrix	
  (mij),	
  the	
  Coxeter	
  
diagram	
  is	
  a	
  graph	
  on	
  n	
  verPces.	
  Two	
  verPces	
  
i	
  and	
  j	
  are	
  joined	
  by	
  an	
  edge	
  provided	
  that	
  	
  
mij	
  >2.	
  Moreover,	
  on	
  the	
  edge	
  {i,	
  j},	
  we	
  write	
  
mij	
  provided	
  mij	
  >3.	
  



Platonic	
  solids	
  and	
  their	
  	
  
Coxeter	
  diagram	
  

4	
   5	
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C-­‐groups	
  

A	
  C-­‐group	
  is	
  a	
  group	
  G	
  generated	
  by	
  pairwise	
  
disPnct	
  involuPons	
  ρ0,	
  .	
  .	
  .	
  ,	
  ρn-­‐1	
  which	
  saPsfy	
  
the	
  following	
  property,	
  called	
  the	
  
intersecPon	
  property:	
  
∀J,K	
  ⊆	
  {0,	
  .	
  .	
  .	
  ,	
  n	
  −	
  1},	
  	
  
<ρj	
  |	
  j	
  ∈	
  J>	
  ∩	
  <ρk	
  |	
  k	
  ∈	
  K>	
  =	
  <ρj	
  |	
  j	
  ∈	
  J	
  ∩	
  K>.	
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String	
  C-­‐groups	
  

A	
  C-­‐group	
  (G,	
  {ρ0,	
  .	
  .	
  .	
  ,	
  ρn-­‐1})	
  is	
  a	
  string	
  C-­‐
group	
  if	
  its	
  generators	
  saPsfy	
  the	
  following	
  
relaPons.	
  

(ρj	
  ρk)2	
  =	
  1G	
  	
  

∀	
  j,	
  k	
  ∈	
  {0,	
  .	
  .	
  .	
  n	
  −	
  1}	
  with	
  |	
  j	
  −	
  k	
  |>	
  1	
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Abstract	
  regular	
  polytopes	
  and	
  
String	
  C-­‐groups	
  

String	
  C-­‐groups	
  and	
  abstract	
  regular	
  
polytopes	
  are	
  the	
  “same	
  objects”	
  

(one	
  may	
  construct	
  an	
  ARP	
  from	
  a	
  SCG	
  in	
  a	
  
unique	
  way	
  and	
  vice-­‐versa)	
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Thin	
  residually	
  connected	
  regular	
  geometries	
  	
  
with	
  a	
  linear	
  diagram	
  

Abstract	
  regular	
  polytopes	
  

String	
  C-­‐groups	
  

Same	
  objects	
  with	
  different	
  names	
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What	
  made	
  me	
  work	
  in	
  ARP	
  ?	
  

G	
  :=	
  <	
  s0,	
  s1,	
  s2,	
  s3	
  >	
  
[5,3,5]	
  

G	
  is	
  infinite	
  

[5,3,5]	
  +	
  (s0s1s2)^5	
  =	
  1	
  
+	
  (s1s2s3)^5	
  =	
  1	
  

Coxeter	
  57-­‐cells	
  and	
  G	
  =	
  PSL(2,19)	
  

[5,3,5]	
  +	
  (s0s1s2)^5	
  =	
  1	
  
G	
  =	
  J1	
  x	
  PSL(2,19)	
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Atlases	
  of	
  polytopes	
  
-­‐ 	
  L.-­‐Vauthier	
  :	
  all	
  polytopes	
  with	
  automorphism	
  
group	
  G	
  such	
  that	
  S	
  <=	
  	
  G	
  <=	
  Aut(S),	
  with	
  S	
  a	
  simple	
  
group	
  in	
  the	
  Atlas	
  of	
  Finite	
  Groups,	
  of	
  order	
  less	
  
than	
  900,000	
  (Aeq.	
  Math.,	
  2006)	
  	
  

-­‐ 	
  Hartley	
  :	
  all	
  polytopes	
  with	
  less	
  than	
  2000	
  
chambers	
  (some	
  values	
  omi{ed)	
  

-­‐ 	
  Hartley	
  and	
  Hulpke	
  :	
  atlas	
  of	
  polytopes	
  for	
  sporadic	
  
groups	
  (CDM,	
  2010)	
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The	
  Leemans-­‐Vauthier	
  atlas	
  
The	
  groups	
  analysed	
  are	
  subdivided	
  into	
  six	
  families:	
  

-­‐	
  Sporadic	
  groups;	
  
-­‐	
  AlternaPng	
  groups;	
  
-­‐	
  PSL(2,	
  q)	
  groups;	
  
-­‐	
  Some	
  other	
  PSL(n,q)	
  groups;	
  
-­‐	
  Unitary	
  groups;	
  
-­‐ 	
  Suzuki	
  groups	
  	
  

and	
  their	
  automorphism	
  groups.	
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Groups	
  of	
  Suzuki	
  type	
  
Theorem	
  (Leemans,	
  Proc.	
  AMS,	
  2006)	
  
Let	
  Sz(q)	
  	
  <=	
  G	
  <=	
  Aut(Sz(q))	
  with	
  q	
  =	
  22e+1	
  and	
  e	
  >	
  0	
  
a	
  posiPve	
  integer.	
  	
  
Then	
  G	
  is	
  a	
  C-­‐group	
  if	
  and	
  only	
  if	
  G	
  =	
  Sz(q).	
  
Moreover,	
  
if	
  (G,	
  {ρ0,	
  .	
  .	
  .	
  ,	
  ρn-­‐1})	
  is	
  a	
  string	
  C-­‐group,	
  then	
  n	
  =	
  3.	
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Groups	
  of	
  Suzuki	
  type	
  
If	
  Sz(q)	
  <	
  G	
  	
  <=Aut(Sz(q)),	
  then	
  G	
  is	
  not	
  the	
  
automorphism	
  group	
  of	
  an	
  abstract	
  regular	
  
polytope;	
  

If	
  G	
  =	
  Sz(q),	
  there	
  exists	
  an	
  abstract	
  regular	
  polytope	
  
P	
  such	
  that	
  G	
  =	
  Aut(P).	
  Moreover,	
  if	
  P	
  is	
  an	
  abstract	
  
regular	
  polytope	
  such	
  that	
  G	
  =	
  Aut(P),	
  then	
  P	
  must	
  
be	
  an	
  abstract	
  polyhedron,	
  i.e.	
  a	
  rank	
  three	
  
polytope.	
  



Groups	
  of	
  Suzuki	
  type	
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ObservaPons	
  for	
  PSL(2,q)	
  
-­‐	
  for	
  q	
  =	
  7	
  and	
  q	
  =	
  9,	
  there	
  is	
  no	
  polytope;	
  

-­‐	
  for	
  all	
  other	
  values	
  of	
  q	
  we	
  tested,	
  there	
  are	
  
polytopes	
  of	
  rank	
  three;	
  

-­‐	
  there	
  are	
  polytopes	
  of	
  rank	
  >	
  3	
  only	
  for	
  q	
  =	
  11	
  and	
  
19.	
  In	
  the	
  la{er	
  cases,	
  there	
  is	
  exactly	
  one	
  polytope	
  
of	
  rank	
  four	
  for	
  each	
  value	
  of	
  q	
  and	
  no	
  polytope	
  of	
  
higher	
  rank.	
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Groups	
  of	
  type	
  PSL(2,q)	
  
It	
  is	
  already	
  known	
  when	
  a	
  PSL(2,	
  q)	
  group	
  has	
  rank	
  
three	
  polytopes.	
  

Theorem	
  (Sjerve	
  and	
  Cherkassoff,	
  CMR	
  Proc.	
  Lect.	
  
Notes,	
  1993)	
  
The	
  PSL(2,	
  q)	
  group	
  may	
  be	
  generated	
  by	
  three	
  
involuPons,	
  two	
  of	
  which	
  commute,	
  if	
  and	
  only	
  if	
  q	
  ≠	
  
2,	
  3,	
  7	
  or	
  9.	
  

Theorem	
  (L.-­‐Vauthier,	
  Aeq.	
  Math,	
  2006)	
  
Let	
  G	
  =	
  PSL(2,	
  q).	
  If	
  (G,	
  {ρ0,	
  .	
  .	
  .	
  ,	
  ρn-­‐1	
  })	
  is	
  a	
  string	
  C-­‐
group,	
  then	
  n	
  <	
  5.	
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Groups	
  and	
  polyhedra 	
  	
  

Mazurov,	
  1980	
  :	
  which	
  finite	
  non-­‐abelian	
  simple	
  
groups	
  are	
  generated	
  by	
  three	
  involuPons,	
  two	
  of	
  
which	
  commute	
  ?	
  (Kourovka	
  Notebook)	
  

Theorem	
  (Nuzhin,	
  Algebra	
  and	
  Logic,	
  1997)	
  
Non-­‐sporadic	
  :	
  all	
  but	
  	
  
-­‐ Alt(6),	
  Alt(7),	
  Alt(8)	
  
-­‐ Lie	
  groups	
  of	
  char	
  2:	
  A2(q),2A2(q),A3(q),2A3(q)	
  
-­‐ Lie	
  groups	
  of	
  odd	
  char:A2(q),2A2(q),A1(7),A1(9),B2(3)	
  

Sporadic	
  :	
  not	
  known	
  ?	
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Theorem	
  (Leemans	
  -­‐	
  Schulte,	
  Adv.	
  Geom.	
  2007)	
  
Let	
  G	
  =	
  PSL(2,	
  q).	
  	
  
If	
  (G,	
  {ρ0,	
  .	
  .	
  .	
  ,	
  ρ3})	
  is	
  a	
  string	
  C-­‐group,	
  then	
  	
  

q	
  =	
  11	
  or	
  19.	
  

Or	
  in	
  other	
  words	
  :	
  

Let	
  G	
  =	
  PSL(2,	
  q).	
  If	
  P	
  is	
  a	
  polytope	
  of	
  rank	
  four	
  on	
  
which	
  G	
  acts	
  regularly,	
  then	
  q	
  =	
  11	
  or	
  19.	
  

Groups	
  of	
  type	
  PSL(2,q)	
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-­‐	
  q	
  =	
  11	
  gives	
  the	
  11-­‐cells	
  (Grünbaum,	
  1977);	
  

-­‐ 	
  q	
  =	
  19	
  gives	
  the	
  57-­‐cells	
  (Coxeter,	
  1982);	
  

-­‐ 	
  No	
  other	
  thanks	
  to	
  our	
  result.	
  

Groups	
  of	
  type	
  PSL(2,q)	
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Conder,	
  Potocnik	
  and	
  Siran,	
  2008	
  
	
  -­‐	
  enumeraPon	
  of	
  all	
  regular	
  hypermaps	
  
	
  for	
  PSL(2,q)	
  and	
  PGL(2,q)	
  

Groups	
  of	
  type	
  PSL(2,q)	
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Groups	
  of	
  type	
  PGL(2,q)	
  
Theorem	
  (Leemans–Schulte,	
  Ars	
  Math	
  Contemp	
  ‘09)	
  
Let	
  G	
  =	
  PGL(2,	
  q).	
  	
  
If	
  (G,	
  {ρ0,	
  .	
  .	
  .	
  ,	
  ρn-­‐1})	
  is	
  a	
  string	
  C-­‐group,	
  then	
  n	
  <	
  5.	
  	
  
Moreover,	
  if	
  n=4,	
  then	
  q	
  =	
  5.	
  

Or	
  in	
  other	
  words	
  :	
  

Let	
  G	
  =	
  PGL(2,	
  q).	
  If	
  P	
  is	
  a	
  polytope	
  of	
  rank	
  four	
  on	
  
which	
  G	
  acts	
  regularly,	
  then	
  q	
  =	
  5.	
  

Observe	
  that	
  Sym(5)	
  and	
  PGL(2,5)	
  are	
  isomorphic.	
  



4-­‐simplex	
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PSL(2,q)	
  <=	
  G	
  <=	
  PΓL(2,q)	
  
With	
  Buekenhout,	
  De	
  Saedeleer,	
  Hubard	
  and	
  Pellicer	
  
(work	
  in	
  progress)	
  

	
  Find	
  similar	
  results	
  as	
  for	
  PSL(2,q)	
  and	
  	
  
	
  PGL(2,q)	
  



Groups	
  of	
  type	
  PSL(3,q)	
  
Theorem	
  (Brooksbank,	
  Vincinsky,	
  DCG,	
  2010)	
  

PSL(3,q)	
  does	
  not	
  act	
  as	
  a	
  regular	
  automorphism	
  
group	
  on	
  a	
  polytope.	
  



Groups	
  of	
  Ree	
  type	
  
With	
  Hendrik	
  Van	
  Maldeghem	
  and	
  Egon	
  Schulte.	
  
(work	
  in	
  progress)	
  

The	
  maximum	
  rank	
  is	
  <	
  5.	
  
We	
  have	
  examples	
  in	
  rank	
  three	
  all	
  the	
  Pme.	
  
No	
  example	
  in	
  rank	
  four	
  yet.	
  



Symmetric	
  groups	
  
With	
  Maria-­‐Elisa	
  Fernandes	
  (submi{ed)	
  
1.  Sym(n)	
  has	
  regular	
  polytopes	
  of	
  rank	
  at	
  most	
  n-­‐1	
  

and	
  the	
  (n-­‐1)-­‐simplex	
  is	
  the	
  only	
  polytope	
  of	
  
rank	
  n-­‐1	
  for	
  Sym(n);	
  

2.  There	
  is	
  a	
  unique	
  regular	
  polytope	
  of	
  rank	
  n-­‐2	
  
for	
  Sym(n)	
  provided	
  n	
  >	
  6;	
  

3.  There	
  are	
  regular	
  polytopes	
  of	
  rank	
  3,	
  ...,	
  n-­‐1	
  for	
  
Sym(n).	
  



Symmetric	
  groups	
  
With	
  Ann	
  Kiefer	
  (preprint)	
  

	
  Classified	
  pairs	
  of	
  commuPng	
  involuPons.	
  



AlternaPng	
  groups	
  
With	
  Maria-­‐Elisa	
  Fernandes	
  and	
  Mark	
  Mixer	
  	
  
(work	
  in	
  progress)	
  

	
  Find	
  the	
  maximum	
  rank	
  of	
  a	
  regular	
  polytope	
  for	
  	
  
	
  Alt(n).	
  



AlternaPng	
  groups	
  
With	
  Ann	
  Kiefer	
  (preprint)	
  



Theorem	
  (Fernandez-­‐Leemans-­‐Mixer,	
  2010)	
  
For	
  each	
  rank	
  k	
  ≥	
  3,	
  there	
  is	
  a	
  regular	
  k-­‐polytope	
  P	
  
with	
  automorphism	
  group	
  G(P)	
  isomorphic	
  to	
  an	
  
alterna_ng	
  group	
  Alt(n)	
  for	
  some	
  n.	
  	
  
In	
  par_cular,	
  for	
  each	
  even	
  rank	
  r	
  ≥	
  4,	
  there	
  is	
  a	
  
regular	
  polytope	
  with	
  Schläfli	
  type	
  {10,	
  3r−2}	
  and	
  
group	
  isomorphic	
  to	
  Alt(2r	
  +	
  1),	
  and	
  for	
  each	
  odd	
  
rank	
  q	
  ≥	
  5,	
  there	
  is	
  a	
  regular	
  polytope	
  with	
  Schläfli	
  
type	
  {10,	
  3q−4,	
  6,	
  4}	
  and	
  group	
  isomorphic	
  to	
  	
  
Alt(2q	
  +	
  3).	
  

AlternaPng	
  groups	
  



With	
  Maria-­‐Elisa	
  Fernandes	
  and	
  Mark	
  Mixer	
  :	
  

	
  Polytopes	
  of	
  rank	
  r	
  for	
  Alt(2r+1)	
  and	
  Alt(2r+2)	
  

If	
  you	
  want	
  to	
  know	
  …	
  a{end	
  the	
  next	
  talk	
  !	
  	
  

AlternaPng	
  groups	
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Abstract	
  regular	
  polytopes	
  

An	
  abstract	
  n-­‐polytope	
  P	
  is	
  regular	
  if	
  its	
  
automorphism	
  group	
  G	
  is	
  transiPve	
  on	
  the	
  
flags	
  of	
  P.	
  

If	
  the	
  automorphism	
  group	
  G	
  has	
  two	
  orbits	
  
on	
  the	
  flags	
  such	
  that	
  any	
  two	
  adjacent	
  flags	
  
are	
  in	
  disPnct	
  orbits,	
  the	
  polytope	
  is	
  called	
  
chiral	
  or	
  chirally	
  regular.	
  



Highest	
  rank	
  of	
  a	
  chiral	
  polytope	
  	
  
Pellicer,	
  2010	
  (Discrete	
  Math)	
  

	
  constructs	
  a	
  family	
  of	
  chiral	
  polytopes	
  of	
  rank	
  
	
  d	
  for	
  every	
  d	
  >	
  2.	
  



Open	
  quesPon	
  
Are	
  there	
  more	
  chiral	
  polytopes	
  than	
  regular	
  
polytopes	
  ?	
  

More	
  in	
  terms	
  of	
  what	
  ?	
  	
  
	
  Order	
  of	
  Automorphism	
  group	
  
	
  Genus	
  
	
  Rank	
  
	
  ...	
  



Marston	
  Conder’s	
  atlas	
  of	
  maps	
  :	
  	
  

3378	
  orientable	
  regular	
  maps	
  of	
  genus	
  1	
  <	
  g	
  <	
  102	
  

862	
  non-­‐orientable	
  regular	
  maps	
  of	
  genus	
  1	
  <	
  g	
  <	
  203	
  

594	
  chiral	
  orientably-­‐regular	
  maps	
  of	
  genus	
  1	
  <	
  g	
  <	
  102	
  	
  



Chiral	
  polytopes	
  
Given	
  a	
  group	
  G,	
  find	
  generators	
  σ1,	
  ...,	
  σn-­‐1	
  such	
  
that	
  
-­‐ 	
  G	
  =	
  <σ1,	
  ...,	
  σn-­‐1>	
  

	
  τi,j	
  :=	
  σi	
  ...σj	
  is	
  an	
  involuPon	
  for	
  all	
  0	
  <	
  i	
  <	
  j	
  <	
  n	
  
	
  ΓJ	
  :=	
  <τi,j	
  |	
  i	
  <	
  j+1;	
  i-­‐1	
  and	
  j	
  ∈	
  J>	
  	
  for	
  J	
  ⊆	
  {0,	
  …,	
  n-­‐1}	
  	
  

-­‐ 	
  The	
  intersecPon	
  condiPon	
  becomes	
  :	
  
- ΓI	
  ∩ΓJ	
  =	
  ΓI∩J	
  for	
  every	
  I,	
  J	
  ⊆	
  {0,	
  …,	
  n-­‐1}	
  	
  

-­‐ 	
  No	
  involutory	
  group	
  automorphism	
  of	
  the	
  form	
  
ρ	
  :	
  G	
  	
  G	
  such	
  that	
  ρ(σ1)	
  =	
  σ1

-­‐1,	
  ρ(σ2)	
  =	
  σ1
2σ2,	
  	
  

and	
  ρ(σi)	
  =	
  σi	
  for	
  (2	
  <	
  i	
  <	
  n).	
  



Chiral	
  polytopes	
  
With	
  Isabel	
  Hubard	
  and	
  Michael	
  I.	
  Hartley	
  :	
  

	
  Atlas	
  of	
  chiral	
  polytopes	
  (submi{ed,	
  2011)	
  

With	
  Isabel	
  Hubard	
  :	
  
	
  Chiral	
  polytopes	
  related	
  to	
  Suzuki	
  simple	
  
	
  groups.	
  
	
  (work	
  in	
  progress)	
  



Type	
   Number	
  of	
  regular	
   Number	
  of	
  chiral	
  

Sporadic	
   2404	
   6998	
  

PSL(2,q)	
   3904	
   2050	
  

PSL(3,q)	
   1840	
   3998	
  

PSU(3,q)	
   1202	
   4222	
  

Sz(q)	
   14	
   412	
  

Almost	
  simple	
  groups	
  

Here,	
  S	
  <=	
  G	
  <=	
  Aut(S),	
  with	
  S	
  of	
  order	
  <	
  1	
  million,	
  in	
  the	
  Atlas	
  of	
  finite	
  groups	
  


